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1 Kinematik deformierbarer Korper

Unterschied zu bisherigen Vorlesungen

e Mechanik des Massepunktes
— Translationsbewegungen weniger Korper

o starre Korper
— Translation und Rotationen (Kreiseltheorie)

« statistische Mechanik: sehr viele Teilchen
— Reduktion auf wenige Zustandsgrofen (T, P, V ...)

e Thermodynamik
— quasistatische Zustandsénderungen

Kontinuumsmechanik
Korper beschrieben durch makroskopische GroBen (z.B. Dichte, Geschwindigkeit, Druck ...) als
stetige Funktionen von Raum und Zeit.

Korper = Gase, Flissigkeiten, elastische Festkorper . ..

Dichte, Druck usw. an einem Raumpunkt immer definiert als Durchschnittswert in einem kleinen
Volumenelement: Dieses muss grofl genug sein fiir eine sinnvolle Definition des Durchschnitts
und klein genug um die Phdnomene aufzulosen.



1 Kinematik deformierbarer Kérper

1.1 Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit

1.1.1 Lagrange- vs. Euler-Darstellung

In einer stromenden Fliissigkeit sei zur Zeit ¢y ein Massenelement am Ort 7% . Die Koordinaten

r mit i = 1,2, 3 benutzt man im weiteren Zeitverlauf ¢t > ty zur Kennzeichnung der Massen-

elemente (,Labels“). Die Stromung ist vollstandig beschrieben durch Angabe des momentanen

Ortes r; (79, 1).

o Lagrangedarstellung

Geschwindigkeit:
0 (#0) 0)
v; = —ri(Ft) = v (P 1) (1.1)
ot
Beschleunigung:
0
a; = Evi(f(o), t) (12)

e Eulerdarstellung

Oft ist der Ursprung der Elemente irrelevant.

v; = v (7, ) = v (F(FY 1), 1) (1.3)

(Substantielle) Beschleunigung, muss fiir festes 7% gebildet werden!

7(0)
. 8vi(f", t) 3 0vi (’I?, t) 87“j (7‘_(0), t)

+ Z 0rj 6t

Jj=1 #0)
ov; ~ Ov; . . S
=i v; = v; +v; Vv, = v + (v : V) v; (1.4)
8t 8Tj
konvektiver

Anteil
In der letzten Zeile wurde die EINSTEINSCHE Summationskonvention verwendet:

Allgemein definiert man fiir eine beliebige GroBe A(7,t) die substantielle Zeitableitung (d.h. fiir
festen Ursprungsort 7”(0))

dA  0A
= " (

i 7-V) A substantielle Zeitableitun 1.
a ot V) & (1.6)




1.1 Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit

Beispiel:  Beheizter Zylinder
I L {

Ty Yo > 1 ‘
1

DAEED D D N D

Abbildung 1.1: Eine Fliissigkeit fliele mit konstanter Geschwindigkeit vy durch einen beheizten
Zylinder. Zu Beginn eines Abschnitts der Lange L habe die Fliissigkeit die Temperatur Ty und am
Ende die Temperatur 77.

Vo
A=T(F 1) =Ty + (T} — T@% i) =] 0 (1.7)
0
e 9 )
- L T
— VI=| 0 T o= (1.8)
0 ot ot

Im Laborsystem ist das Temperaturprofil zeitlich konstant. Fiir ein mitbewegtes Massenelement
andert sich T jedoch mit der Zeit, die substantielle Zeitableitung verschwindet nicht!

ar o, . N o VA )
=g L) + T VT(F 1) = == (1.9)




1 Kinematik deformierbarer Kérper

1.1.2 Bahnkurven und Stromlinien

« Bahnkurven sind die Kurven #(#?,¢), die von einzelnen Massepunkten durchlaufen
werden. Sie werden experimentell durch Anfarben von Fliissigkeitselementen bestimmt.

o Stromlinien sind Raumkurven, deren Tangenten in jedem Punkt mit der Richtung der
Geschwindigkeit tibereinstimmen.

d?"l . dUl drl o dvl

27t = 1.1
dry  duvy drs  duvs (1.10)

Fir stationdre Stromungen, d.h. 9,7 = 0, gilt Bahnkurve = Stromlinie.

(]

Stromlinie

> ™
Abbildung 1.2: Zur Definition einer Stromlinie

Da die kontinuierliche Stromlinienschar nicht aufgetragen werden kann, benutzt man eine
endliche Liniendichte, die per Konstruktion proportional zur lokalen Geschwindigkeit |v|
ist.
niedrige hohe
Geschwindigkeit ~ Geschwindigkeit

Abbildung 1.3: Stromlinien einer stationdren Stromung mit verdnderlichem Querschnitt



1.1 Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit

1.1.3 Quellen und Wirbel

Gegeben sei ein Stromungsfeld (7, t). Durch ein orientiertes Flachenelement dF stromt im
Zeitintervall dt das Fliissigkeitsvolumen ¢ - dF'dt, welches dem in Abb. 1.4 blau dargestellten
schiefen Zylindervolumen entspricht.

Abbildung 1.4: Strémung durch eine Flache F

Analog erhélt man [ v - dF fiir das Fliissigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit durch die Flache
F stromt.
Fiir geschlossene Flachen definiert man die Quellstarke

Qv = j{ 7-dF = / V- vdV (GauBischer Integralsatz)
F(V) v

e Qy > 0: Stromung hat Quellen im Bereich V
e Qv < 0: Stromung hat Senken im Bereich V/

verursacht durch Kompression bzw. Expansion (oder durch Erzeugung bzw. Vernichtung).

Die Zirkulation I einer Stromung entlang einer geschlossenen Kontur C' ist

—

r= jl{ U-dr = / (V x 7) - dF (Stokesscher Integralsatz)
C(F) F
Beispiel:  Starre Rotation um feste Achse v = wy X 1

VX 7=V x (@ x F) = 2 = Zirkulation I = / 2%, - dF (1.11)
F

« Man definiert die Wirbeldichte & = %6 X U (im Beispiel ist () = wp).
« Die Feldlinien des Wirbelfeldes &(7) sind die Wirbellinien.
« Das Integral [ d(F) - dF = 31" heifit Wirbelfluss.



1 Kinematik deformierbarer Kérper

Vektoralgebra

Alle wichtigen Identitédten kénnen mit €;;, (= vollstdndig antisymmetrischer Einheitstensor)

hergeleitet werden.

+1 falls (4, j, k) gerade Permutation von (1,2,3) ist,
gijk = § —1 falls (4, j, k) ungerade Permutation von (1,2,3) ist,

0  wenn mindestens zwei Indizes gleich sind.
Konkret:

€123 = €231 = €312 = +1 €132 = €321 = €913 = —1 sonst: g, = 0

d=bxc <+ d; = Eijkbjck

e=ax (bxc) <= e =¢eiraj(Eumbicn)
= Sijkszm&jbzcm
EijkEkim = 0it0jm — OimOji — = 0it0jm@;biCm — dim0jia;bicm

=,

= ajbicj — ajbjci = (6 5) . bz — (6 b) * G
Spezialfall: &=V x (b x )
= €; = ijiCj — ijjci = bZ‘VjCj + ijj‘bi — cZ-ijj — ijjci
oder ¢=b(V-)—2(V-b)+ (@ V)b—(b-V)&

Anwendung auf die Wirbeldichte:

—

V X (G X F) = Gy (V- 7) =7 (V- &) + (7- V) o — (@ V) 7= G
In Komponenten:
=0 =0
R — T -
gi=wy V-7 —1; V-do+ (- V) wy—(do - V) 7y
= wé <V1T1 + VQTQ + V3T3) — (wévl + MSVQ + wgv:;) T;

— . i _ o i
= 3wy — wy = 2w

= VX (@ x7) =2

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.19)

(1.20)

10



1.2 Kontinuitatsgleichung

1.2 Kontinuitatsgleichung

Die im raumfesten Volumen V' enthaltene Masse ist
M) = [ ol t)d (1.21)
v
Die durch ein orientiertes Flichenelement dF strémende Masse ist p(7)7(7) - dF pro Zeiteinheit.

Im Volumen V' wird Masse weder erzeugt noch vernichtet. Deshalb bedeutet eine Massenanderung
einen Fluss durch die Oberflache.

3 p s ( R
dt dt/ &r / 9P g3y = / 137, t) - dF (1.22)
Gauflscher Satz — / ( +V-(p )) d*r =0 (1.23)

Da das Volumen beliebig gewahlt werden kann, muss der Integrand verschwinden.

-

+V-pi=0 Kontinuitdtsgleichung (diff. Form der Massenerhaltung) (1.24)

9p
ot

Zusammen mit der substantiellen Zeitableitung d;A = 0,A + U - V A erhilt man

dp 0 1.26
; + pV U= ( )
Fir quellenfreie Stromungen, d.h. V - ¢ = 0 (inkompressible Stromung), gilt also —df = O

Die Dichte eines beliebigen Flussigkeitselementes ist konstant! (Die Dichte im Raum ist nicht
notwendigerweise homogen.)

Die allgemeine Bilanzgleichung (fir Energie, Impuls, Entropie .. .) lautet

— 4+V-b=gq allgemeine Bilanzgleichung (1.27)

mit Dichte a, Stromdichte b und

g #0 wenn phys. Grofle erzeugt /vernichtet wird

Produktionsdichte
q = 0 Bilanzgleichung — Erhaltungssatz

11



1 Kinematik deformierbarer Kérper

1.3 Bilanzgleichungen

1.3.1 Impulserhaltung - Spannungstensor

Impulsdichte: pv
Impulsstromdichte (i-te Komponente): pv; - ¢/
Impulsbilanz (i-te Komponente, fiir Flussigkeiten und elastische Korper):

d . .
—/ pvid>r —I—]{ pviU - dF :/ pFid*r +?{ Pz-(n)dF (1.28)
dt Jv F(V) 14 F(V)
F spezifische (=pro Masse) Volumenkraft; z.B. Erdbeschleunigung F = geé
P®  von lokaler Flichennormale 7 abhédngige Spannung = Oberflichenkraft
Im deformierten Korper greifen auler Volumenkréften auch die durch die Wechselwirkungen

zwischen den Teilchen verursachten Flachenkrafte an.

Beispiel:  Deformierte Gummihaut

O — (| <3

Abbildung 1.5: Deformation einer markierten Gummihaut

Wenn man das markierte Stiick im deformierten Zustand ausschneidet, muss man am Rand
ziehen, um es in der elliptischen Form zu halten. Die Spannung P™ hingt von der lokalen
Richtung des Schnitts ab!

St

pn) <€

—n

Abbildung 1.6: Kleine Schnittfliche im Inneren des deformierten Koérpers mit den an ihr
angreifenden Spannungsvektoren P und P(—™); n ist der Normaleneinheitsvektor.

Normalspannung: (ﬁ . ﬁ(ﬁ)> n

Tangentialspannung: P® — 7 (ﬁ . ﬁ(ﬁ))

Aber wie hingt die Spannung P® von f ab? .
Dazu betrachte den statischen Fall (¢ = 0) ohne Volumenkrifte (F' = 0)

f POgE =0 (1.29)
F(V)

12



1.3 Bilanzgleichungen

Betrachte das Oberflachenintegral iber einen allgemeinen Tetraeder. Dazu projiziert man das
Fliachenelement AF' auf die zu den Achsen senkrechten Flédchen.

Es gilt AF; = AF - n;

= PWAF 4+ PCAFn, + PC AFny + PC AFng = 0 (1.30)
und wegen P = — p(-=)
AF (B — Bléy, — Py, — peon,) = g (1.31)

Da dies fiir beliebige Flachen AF' gilt, folgt

)

oi;n; ist die i-te Komponente der Spannung auf die Fléche senkrecht zu 7.

Kennt man die drei Spannungsvektoren 151,152 und 153, kann man jeden Spannungsvektor berech-

nen! Die Spannung ph hangt linear von den Normalkomponenten n; ab. P und 7 sind Vektoren,
o;; ist also ein Tensor 2. Stufe.

Bedeutung der Tensorelemente:
o1 ist eine in 1-Richtung wirkende Kraft auf ein zu 1 senkrechtes Flachenelement
(= Normalspannung).
012 ist eine in 1-Richtung wirkende Kraft auf ein zu 2 senkrechtes Flachenelement
(= Tangentialspannug).

Einsetzen in die Impulsbilanz:

ﬁﬁdF:]( -dF:j{ Z--dF-:/ V.o dV 1.33
f}(m g F(V)an] F(V)U] J y V% (1.33)

13



1 Kinematik deformierbarer Kérper

Im letzten Schritt wurde der Satz von Gaufl benutzt. Daraus folgt nun:

d L .= 0
pr /pvid37‘ + ﬁ(v) pv; U - dF = /v (atpw + Vjpij> d’r = /v (pFi + Vjo-ij) d*r (1.34)

Auch hier wurde im zweiten Schritt der Satz von Gaufl angewandt. Hiermit folgt

0 .
&ppi +V,(pviv;) = pF; + Vo4 diff. Form der Impulserhaltung (1.35)
0
50 Vi (v —oy) = pF; (1.36)
[ —— ~—
Im?)as,d;;htc Impulsstromdichte Produktionsterm
Umformung;:
. . dv;
pU; + vip+ Uivjpvj + pvjvjvi =1p dqz = sz + vjo-ij Impulserhaltung (137)

=0 (Kontinuitatsgl.)

Der konvektive Teil der Impulsstromdichte ist pv;v;. Dies entspricht der Impulsdichte pv; eines
Volumenelementes welches sich mit Geschwindigkeit v; bewegt.
—o0;; ist die Impulsstromdichte durch Oberflachenkréfte.

In ((1.37)) kommt der konvektive Teil nicht vor, da sich die substantielle Zeitableitung auf ein
mitbewegtes Fliissigkeitselement bezieht.
Die Impulsbilanz ist die Basis fiir die gesamte Kontinuumsmechanik!

In elastischen Korpern ist o;; auch im statischen Fall wichtig. Bei Fliissigkeiten wird im statischen
Fall (7= 0) aus o;; der isotrope Druck:

0ij = —plik + R (1.38)

Der Reibungsspannungstensor R;; verschwindet im statischen Fall. Mit

P = gy = (—pdix + Rax)ny, = —pni + R (1.39)
gilt dann im statischen Fall (R;, = 0):

™ = _pi (1.40)

Die Spannung hat dann nur eine Normalkomponente und steht senkrecht zum Oberflachenele-

ment. Auflerdem ist ]31-(&) isotrop, also

]3%@)‘ = p unabhéangig von 7. Im statischen, fluiden Fall

wird aus der Impulsbilanzgleichung:

pF; = =Vyou = Vipdi, = Vip (1.41)

14



1.3 Bilanzgleichungen

pﬁ = ﬁp Grundgleichung der Hydrostatik (1.42)

Aus der Kraftdichte kann somit die Druckverteilung berechnet werden.

Beispiel:  Erdatmosphdre

—p(2)g = (1.43)

mit g ~ 9,817 als Erdbeschleunigung. Integration liefert:

p(oo) =p(z) = ~g [ dp(2) (1.4
po=p0)=g /OOO dz p(2) (1.45)

Druck an der Erdoberflache ist also proportional zum Atmosphérengewicht pro Oberflache.
Gewicht der Atmosphére: 5 - 108 kg: Erdoberfliche: 500 - 102 m?

~g
~~ 5-108kg 5
kg 5 kg
= Cll = — o 1.47
(DL NE . S (147

1.3.2 Energiebilanzgleichungen

Impulsbilanz:
d’l)i 0
pgp = PEi+ V005 = 5. (pvi) + Vpviv; (1.48)
Multipliziere mit v;:
dv;
Uip% = pviFi +v; V04 (1.49)

15



1 Kinematik deformierbarer Kérper

Weitere Identitit:

1[0
3 apvivi—l—vjpvjvivi

1 1 1
= Uﬂ)zp + *Uﬂ)i[) + *UiUiVijj + ipvjvjvivi

2 2
=0 wg. Kontinuititsgl. =pvjviV;v;
= U;p (Ul + vjVjvi)
dv;
=, p 1.50
P (1.50)
Mit folgender Gleichung
’UZ‘V]‘O'Z']‘ = VjUiO'Z'j — a,-jvjvi (151)
erhédlt man nun die Bilanzgleichung fiir die kinetische Energie:
o (1 , 1,
a §p’0 = +V] §p?} Uj — ’UZ‘O'U = —O'ijvj"l)i -+ PUze (152)
Leistungsdichte
kinetische Energiestromdichte &
. (durch Spannungen und Volumekréfte)
Energle (Poynting-Vektor)

spv*v;  konvektiver Anteil (proportional zu pv?)
Vi 055 durch Spannung tibertragene Energiedichte

Besitzt die dulere Kraft ein Potential, F; = —V,;U(r,t), dann folgt (im zweiten Schritt wird die
Kontinuitédtsgleichung verwendet):

pviFy = —pu; VU
= —V,pv;U + UV, pv;
dp
= —VipUiU — U&
ap ou

= —Vﬂ)iU ot

Damit erhéalt man die Bilanzgleichung fiir die Gesamtenergie:

0 1 1 oU

o (W +pU) +9) (2’”’2 “U> v mwoul = —ogVivk e (L5)
N———
kinetische + potentielle kinetische + potentielle LelStunngIChte
Energiedichte Energiekonvektion durch dufieres Feld

16



1.3 Bilanzgleichungen

1.3.3 Drehimpulsbilanz (— Spannungstensor ist symmetrisch)

Aus der Impulsbilanz

0
7 (Pvi) + Vilpviv; — 0ij) = pFy (1.55)

erhalt man mit der Definition der Drehmoment-Dichte

M =7 pﬁ = M, = SZkiTka (156)
(M1 = ropl3 — TS/JFQ)

durch Multiplikation mit e;;7, die Gleichung

0
cwiTh= (pv:i) + e Vi (pviv; — 045) = M, (1.57)
ot

0
= — (ewrepvi) +V; [&kﬂ“k(ﬂvivj — Uz’j)]
ot — =

f' X prl_)' Drehimpulsstromdichte

Drehimpulsdichte

0
= M; + 611@[)7}1’@7“1@ +€lki(/)vivj — Uz’j)vﬂ“k (1.58)
—_————
PEILi Vi Vk

—UxUv=0

Wenn keine externen Volumenkrifte F angreifen, ist M =0 und der Drehimpuls sollte erhalten
bleiben, also muss die linke Seite verschwinden. Auflerdem gilt:

87”k
= 5lki(pvivj — O','j) Vka = 6lki(pv,~vk — Uz’k) =0 (160)
——
=3,
ERiPUVE = pU X U =0 (1.61)

Also muss gelten:

(1.62)

Oder: o;, = 01; = Der Spannungstensor ist symmetrisch.
Damit folgt fiir die Drehimpulsbilanzgleichung;:

0
a(glkiﬁgpvi) + Vj[&?lkiTk(pUin — Uij)] = Ml (163)

17






2 Hydrodynamik

2.1 Viskositat und Reibungstensor

Im Folgenden werden Fliissigkeiten und Gase betrachtet.

Im statischen Fall (¢ = 0) ist o;; isotrop: 0;; = —pd;;
Impulserhaltung:
dl),‘
0=p i pli + Vo = pl; — Vip (2.1)

Im Allgemeinen gibt es Reibungseffekte:
= 05 = —pdij + Rij (2.2)

Der Reibungstensor R;; kann nur von Geschwindigkeiten abhéngen (Translations-Invarianz) (da
R;; im statischen Fall, ¢ = 0, verschwindet).

1. Bei einer homogenen Translation gibt es keine inneren Reibungseffekte. I2;; kann also nur
von Ableitungen von ¢ abhédngen. Bei kleinen Geschwindigkeiten ¢ werden nur die ersten
Ableitungen Vv, wichtig sein (und V,;Vyu, ... = 0).

2. Fiir gleichformige Rotation mit ¢ = J© x 7 gibt es keine inneren Reibungseffekte:
U = €ijkwl(o)7”m (2.3)
Nur Ableitungen sind wichtig:

0 0 0
Vj?}k = 5klmwl( )Vij = 5klmwl( )5jm = ekljwl( ) (24)

Idee:
Der Reibungstensor muss verschwinden, also konstruiert man Linearkombinationen die gleich
Null sind!

Vik = ; (Vjvk + Vk;vj) = wl(o); <5klj + 5jlk) =0 (2.5)

Vi, ist der Tensor der Deformationsgeschwindigkeit (Vj; ist symmetrisch).

19



2 Hydrodynamik

Allgemeiner Zusammenhang zwischen R;; und Vj; (hier nur lineare Naherung):

Rij = Cijia Vi + O(V?) (Cyjri ist ein Tensor 4. Stufe) (2.6)
Fiir isotrope Fliissigkeiten:

Cijkt = A0ijOr + (i + 1030 (2.7)

Da Vj; symmetrisch ist, gilt y = v.

= Cijri = 10450k + 210051 (2.8)
Und somit:

Rij = 2nVij +1'64Vu (2.9)

Rij =1 (Vﬂ’j + Vj“z’) + 105 Vv (2.10)

n,n': Viskositatskoeffizienten  1':  Zweite Viskositat® [n] = Pa-s

Zwei skalare Parameter (7, ') bestimmen das viskose Verhalten von Fliissigkeiten (=Reibungskrafte)
im isotropen Fall.
Wenn 7 unabhéngig von v ist, bezeichnet man die Fliissigkeit als ,Newtonsche Fliissigkeit*

—

(= Spannungstensor ist linear abhéngig von %)

Bilde die Spur des Spannungstensors:
Rii = 2nVii + 06V
= (20+37') Vi
= -3p (2.11)

p’ ist der Reibungsdruck

3
2
= - <377 + 77/> Vv
= _JVu (2.12)

9
:sp’z—<77+77’> Vi

Bei Volumenénderung tritt also ein Reibungsdruck proportional zu V,v; auf. Volumenviskositét
ist meist vernachlassigbar:

2

20



2.1 Viskositat und Reibungstensor

=0 ~—2-n Stokes-Beziehung (2.14)

n=n" = 0 < Ideale Flissigkeit
n,n # 0 < Viskose Fliissigkeit

‘HQO Olivenol Glycerin Luft
n[Pas] | 1077 1071 1 10-°

Beispiel:  Einfache Scherstromung (ebene Couette-Stromung)

/{/////////////-—EL>

D

* L
S S S S S S S -

Abbildung 2.1: Die untere Platte ruht, die obere Platte bewegt sich mit der Geschwindigkeit ug
nach rechts. Die Flussigkeit ,haftet“ an den Platten und ist stationdr (v; =0, p = 0)

Impulsbilanz (ohne duBere Krafte: pF; = 0):

=0
dv; =
o = pl; +Vioi;

= Vz [—p&-j + n (Vﬂ)j + Vjvi) + n’éijvlvl]

=p (Ul + ’UjVjUZ')

=0 (2.15)
In der vorletzten Zeile verschwindet der erste Term, da die Stromung stationér ist, der zweite

Term verschwindet, da v;(rs) die einzige Geschwindigkeitskomponente # 0 ist.
Wegen der Translationsinvarianz beziiglich r; und ry folgt, dass ¥ nur von ry abhdngt. Nur

’U17é0.

Beweis:
Kontinuitédtsgleichung:

wegen Stationaritdt gilt p =0 = V,pv; =0 (2.17)
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2 Hydrodynamik

Betrachte die Differenz der Fliisse durch laterale Flachen Fy (liegt auf Hohe ro = 2) und Fp

(ro = D) im stationdren Fall (deswegen ... = 0):
Fo [p(D)v2(D) — p(z)v2(2)] = 0

Da die Wand impermeabel ist, gilt vy(D) = 0, also ve(z) = 0 fur alle 2!
Einzige Komponente: vy (rs)

= UjVjUi =0

= p(\’l)l/—F'U]V]’Ul) =0
=0

v; verschwindet aufgrund der Stationaritat. Mit o,; = —pd;; + R;; folgt also:

P (Uz + UjVjUi) =0

=V, { —pdij +n (Vz"Uj + Vjvi) +1/0ij Z@}
=0

(2.18)

(2.21)

Wie oben gezeigt, gilt wegen Translationsinvarianz vy (rs) # 0 und vy = v3 = 0. Damit ist aber

Vv = 0 und auch v;V;v; = 0.
= 0=—Vip+1(V;Viv; + V;V,01)
Die einzelnen Komponenten sind wie folgt:
e 2=1

0=-Vip+ n(ngl + Vv, + me)
=0 =0

V1p verschwindet wegen der Translationsinvarianz.

= nvgful(rg) =0

o« 1 =2

0= —Vgp + U(VQ VjUj + V?UQ )
=0 =0

= Vop =0 = p(ry) = po = konst.
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2.1 Viskositat und Reibungstensor

Randbedingung:
Flissigkeit ,haftet“ an den Platten = Haftbedingung (,,no-slip“) (gut fiir zihe Fliissigkeiten,

n # 0, erfillt):

nVavi(ry) =0 (2.27)
T
Ul(rg) = UOE2 (228)
—po ny 0
= 045 = 7]%) —Do 0 (229)
0 0 —po

o 01o: Tangentialkraft in 1-Richtung auf Flache 1 2, konstant im gesamten Volumen
o 091: Tangentialkraft in 2-Richtung auf Flache L 1, konstant im gesamten Volumen

Beispiel:

up =17, D =1m

Fiir Wasser (n ~ 1072 Pa s): 013 = 1073 Pa

Die Tangentialspannung ist also 10® mal kleiner als der Atmosphirendruck py (=~ 10° Pa).
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2 Hydrodynamik

2.2 Grundgleichungen der Hydrodynamik

(Navier-Stokes-Gleichung, Euler-Gleichung)

Impulsbilanz:
(%
Par = pE; + Vo35
=pF;, —Vp+ VjRij (2'30)

Kontinuitéatsgleichung:

p+ Vi(pv;) =0 (2.31)
Zustandsgleichung:

p=npp,T,...) (2.32)

(z.B. ideale Gasgleichung: p = ]‘\/fka = pkT) (2.33)
Reibungsgesetz:

Rij =0 (Vjvi + Viv;) + /65 Vo (2.34)

+ Randbedingung (z.B. ¢ = 0 an starrer Wand).
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2.2 Grundgleichungen der Hydrodynamik

(Navier-Stokes-Gleichung, Euler-Gleichung)

Reibungsgesetz in Impulsbilanz einsetzen:

dUi
Pt

= pl; = Vip+nV;V, v, + (77 + 77/) ViV,v;

= p |:U —|—
Mit Stokes-Beziehung (1 = —2n); Stokes: 1845:

d’UZ'
Pt

1
= pE — Vz-p + ﬂVjVjUi -+ g?’lvivj'vj

}—pF Vp+nAv+(n+n)6ﬁ~U

Navier-Stokes-Gleichung (2.35)

(2.36)

(2.37)

Diese Gleichung ist im Allgemeinen unlésbar, da ©; + v, Vv; nicht linear ist!

o Inkompressible Fliissigkeiten:

Kontinuitéatsgleichung:

d
£+vaz

)+ Vipv; =0
Pt Vipy di

Inkompressibilitat = 22 =0 < V,uv; =0

(2.38)

Damit folgt die Inkompre551ble Navier-Stokes-Gleichung (1827):

dv,-
Pt

= pF; — Vip+nV;V;v;

o Reibungsfreie Fliissigkeiten:

Fiir reibungsfreie, inkompressible Fliissigkeiten (=

(2.39)

ideale Flussigkeiten) gilt zusétzlich

n =n" = 0. Daraus ergibt sich die Euler-Gleichung;:

dUz‘
Pt

= pF; = Vip

Reformulierung der Euler-Gleichung:

— 3 1 — o =N
X (va) :§VU2—U'VU
oder:
6ijkvk5klmvlvm = vjvivj — ’UjVjUi
1
= §Vﬂ)j1}j — vjVjvi

= p (Uz + Ulvlvi)

: 1 = S L
:p@+§va2—pﬁx(vXﬁ):pF—vp

= Euler-Gleichung

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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2 Hydrodynamik

2.3 Bernoulli-Gleichung

Im Folgendem werden nur wirbelfreie Stromungen betrachtet (V x ¢ = 0 — @ = V).
AuBerdem soll gelten: F' = —VU
Einfiihrung der Druckfunktion:

1I(p) = / e (2.44)

o p(p')
Damit lasst sich folgendes einfach schreiben:

Il 1
_diop g (2.45)

v, = 2o
dp Or;  p

Durch Teilen der Euler-Gleichung durch p erhalt man:

+ -Vl - F+

I
Sy

0 ﬁp

DO | =
=

Y <<15 + ;vz +U+ H) (2.46)

Daraus folgt die Bernoulli-Gleichung;:

.1
D+ 51)2 + U + II = konst.(t) (2.47)

Die Funktion ist also konstant im gesamten Raumgebiet! Die Konstante kann von der Zeit
abhangen, aber nicht vom Ort.

Kommentar zur Druckfunktion:

Ideales Gas: pV = Nk/T = % =p=p/kT

Idee: p(p) = Zustandsgleichung, die nicht explizit vom Ort 77 abhdngt — p (p(F, t), F/f)
Fir inkompressible Fliissigkeiten gilt: p(r,t) = po — II = z
Mit einem stationéren Stromungsprofil (& = 0) folgt: L0v2+p+poU = konst. Ohne Volumenkrifte

ergibt sich daraus:

%02(7‘) + p(r) = konst. (2.48)

In einer ruhenden Fliissigkeit (v = 0) gilt:

¢=po (2.49)

¢ entspricht dem hydrostatischen Druck.
Im Allgemeinen (v # 0) ist ¢ = py der Gesamtdruck, p ist der hydrostatische Druck und

£00%(r) heiBt Staudruck.
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2.3 Bernoulli-Gleichung

Bernoulli fiir Wirbelstromungen:
Euler-Gleichung:

pﬁ%—gﬁzﬂ—pﬁx(ﬁxﬁ):pﬁ—ﬁp

Der erste Summand féllt aufgrund der Stationaritit weg.

590 = F T —x (9 x ) =0
ﬁ(;UZJrUJrH)—ﬁx(ﬁxﬁ):O

Nun integriere entlang einer Stromlinie.

2

/Clﬁ(gwm)_w(vxa)

Auf einer Stromlinie gilt:

dr' =0

a7 || 7(r)
% (6><z7)¢df
:>/[...+17>< vV x 7) |

—_——
=0

1
:>§v2+U+H:O

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

wobei C' nur auf einer Stromlinie konstant ist! Wegen der Stationaritéit ist C' unabhéngig von

der Zeit.
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2 Hydrodynamik

Anwendungen der Bernoulli-Gleichung

1 Prandtlsches Staurohr

IOCP_I?O

Das Prandtlsche Staurohr wird zur Messung von Stromungsgeschwindigkeiten benutzt. Hier
wird eine inkompressible, stationdre Stromung ohne duflere Krafte betrachtet. Am Staupunkt S
ist v = 0 und damit p = pg. Am Punkt R stromt die Flissigkeit mit v # 0, also ist dort p < py.
Die Geschwindigkeit erhalt man aus der Bernoulli-Gleichung:

%'02 +p=po (2.55)
2

v=4/— (po — p) (2.56)
Po

2 Kavitation (lat. Aushdhlung)

Fir v* = 2% wird der statische Druck p = 0, eine Fliissigkeit ist dann instabil.

po=10°Pa=10" X  Wasser: p=10° 58 "~ /2002 ~ 152 ~ G0k

Tatséchlich tritt Verdampfung der Flussigkeit p
bereits beim temperaturabhingigen Dampf- A
druck pp auf (siche Abb. rechts).

T=20°C — pp =0,02bar
2 2 AN
iv*:\/(po—pD)%\/Po b é
p p :

Kavitation tritt bei Propellern und Turbinen-
laufréddern auf, da Dampftblasen implodieren _

und mechanisch belasten (Kavitationsfrafl) I > T
oder laut sind (U-Boote). T,

gasformig
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2.3 Bernoulli-Gleichung

3 Hugoniot-Gleichung, Lavaldiise

F07 Po, Po, Vo

*

> \sﬂﬂ, p, v
S SIS S

>

ry— —00 / T——Tl

Betrachte 2D-Querschnitt mit variablen Durchmesser und eine ideale, stationare Stromung ohne
auBere Krafte. Weit weg von der Verengung (z.B. 1y — —o0) ist das Profil beziiglich r; konstant.
Kontinuitatsgleichung (wobei p = 0 wegen der Stationaritat gilt):

p+V (p0) =V (p?) =0 (2.57)
f{ p7 - AdF = Apug(ry) = 0 (2.58)
F(V)

Also ist vy (r2) die einzige verbleibende Funktion (da vy = 0 an der Wand gilt).
Euler-Gleichung (mit ©; = 0 aufgrund der Stationaritét):

plos+  uwVy v)=-Vip = -Vp=0 (2.59)
——
=0
nur vy(re) #0
Der Druck ist also konstant. (2.60)

Bernoulli-Gleichung;:

.1
o+ 51)2 + U + II = konst. (2.61)
d /
m=[" p/ = konst. (2.62)
o p(p)

Im stationsren Fall gilt & = 0 und U, IT sind konstant. Also gilt v> = konst. und vy (ry) = konst.
nur wenn man die Fliissigkeit weit weg von der Verengung betrachtet. Die Geschwindigkeit im
Rohr ist fiir r; — —oo konstant (= Haftbedingung nicht erfiillbar, da die Viskositat vernachlassigt
wurde).

Betrachte nun den Fliissigkeitsstrom durch die Flache Fy und F. Aus der Kontinuitétsgleichung
folgt:

M = Fypovg = Fpv (2.63)

M entspricht der Fliissigkeitsmasse die pro Zeiteinheit durch das Rohr stromt.
(Inkompressibler Limes: Fypovg = Fpov = M = Fyvg = Fv = pMO)
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2 Hydrodynamik

Bernoulli-Gleichung (mit U = 0):

S (02— d) = — (1) - 1))

2
Py
__ [ (2.64)
ro p(P')
d 1
differenzieren nach p = i (2.65)
dp  p(p)
Massenerhaltung: F' = % ; F(p,v)
M M F F
dF = ———dv — —dp = ——dv — —dp
pv? vp? v p
dF dv vdp d dp(p(v))  dpdp pv
— =—(1-—-= un =—— =-=
F v pdv dv dp dv c?
dF dv v? dv (v?
il (i Ry | 2.
~ F v < 02> v <02 ) (2.66)
Mit c als Schallgeschwindigkeit in kompressiblen Medien und der Relation j—ﬁ = c2.
dF d 2
- = av <U2 - 1) Hugoniot-Gleichung fir kompressibles Medium (2.67)
v \c
Fiir inkompressible Fliissigkeiten:
dp 1
P _) 2.68
dp 2 ( )
dFr dv
- - 2.69
F v ( )

Allerdings gilt die letzte Formel fiir kompressible Medien nur fiir Machzahlen < 1. Um
die Geschwindigkeit fiir £ > 1 weiter zu erhohen muss der Querschnitt dann also ansteigen
= Laval-Diise.

Abbildung 2.2: Schematischer Schnitt durch eine Lavaldiise
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2.3 Bernoulli-Gleichung

4 Planare Hagen-Poiseuille Stromung

S

A "2

D D1 . P2

+ L>T1
< L >

Es wird eine inkompressible, kriftefreie (F' = 0), nicht ideale (n # 0) Fliissigkeit betrachtet.
Die stationédre Stromung flieft durch einen Schlitz der Dicke D. Auflerdem soll die ,no-slip“-
Bedingung an den Wéanden gelten (v = 0 direkt an den Wéanden).

Navier-Stokes:

p( v FuVyw) = pF, —Vip+n <vjvjvi> +(n+ n )ViV jv; (2.70)
N N

—~
=0 =0 =0
stationar kraftefrei inkompressibel
pvkvkvi = —Vip + n (VjVjvz- + ViVjvj) (2.71)

Aufgrund der Symmetrie gilt vy = v3 = 0, zudem héngt v; nur von ry ab, also vy (rz).
1= 1:

0= —Vip+nVivi(rs) mit Druckgradient V;p = & Zpl
Losung der Differentialgleichung (siehe Abb. rechts): o
A
o(ry) = 222 (”D_T%) LA
Ly 2 2 T
D
Volumenfluss pro Zeit: l

7777

/ p p—p2 (D* D?
’U1d7”2 == _— = —
0 nL 4 6 . o
Abbildung 2.3: Geschwindigkeitsprofil

1pi—p2ps der planaren Hagen-Poiseuille-Stromung

T 12 gL

Der Stromungswiderstand wéchst mit D=3 (fiir Zylinder
mit D) an.
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2 Hydrodynamik

2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

Abbildung 2.4: Stromung um einen Tragfliigel im Profil. Motivation: Auftrieb eines Flugzeuges.

y,Standarderklarung®: Rotationsfreie Stromung
Bernoulli-Gleichung;:

1
D+ 5,0112 ~ konst.

Uy > Uy = Po < Pu = Auftrieb

Falsche Annahme: Fluidelemente oben und unten treffen sich nach der Tragflache wieder.
Die richtige Erklarung erfordert Zirkulation.

2.4.1 2D-Potentialstromung

Stromungen sind besonders einfach, wenn sie quellen- (V - 7 = 0) und rotationsfrei (V x 7 = 0)
sind.

Vo =1 <U1 = Vg@, Vg = VQ@) (272)
Quellenfrei: V-7 =0=VVd = AP =0 (Laplace-Gleichung)

@ heiflt Geschwindigkeitspotential.

Viskositét:
dl)i
P dt = pE — Vip—k T]VjVjUZ' (273)
:nvjvjvi@ = nViVjV]@ = nvlég =0 (274)

=0

= Potentialstromung ist reibungsfrei (Viskositat spielt hier keine Rolle, da sie wirbelfrei ist).

Definition: Stromfunktion ¥ mit v; = V¥ und vy = —V ¥
Divergenz (quellenfrei):

Vv = Vivr + Vaus
=Vi1Vo¥ — VoVi¥ =0 (2.75)
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

Bemerkungen:

I
<l

X ¥

o« U

o ¥ ist die z-Komponente eines Vektorpotentials A:

VQAg - V3A2 VQAB

U= V3A1 — V1A3 = _V1A3 - A3£Lp
V14 — VoA 0

(Im 2D gilt: v3 = 0; V34; = 0)

Komplexes Geschwindigkeitspotential 1W/:

z=a+ib=ry+iry (2.76)
Es gilt:

U1 = quj = VQW (277)

Vg = VQ¢ == —Vlw (278)

Dies sind die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen fiir komplexe Funktionen (in diesem
Fall fur die komplexe Funktion W (z), deshalb ist W (z) holomorph).

W(z) =®(2) +i¥(2)
=D(ry, 1) + W (r1,73) (2.79)

Berechne die Geschwindigkeit:
AW 0 (P H+iV) B 0 (P +1iv)

— v — 3 2.80
v dz or; 1079 UL ( )
dW\"
w* = (dz) = v + Z"UQ (281)
Aus w und w* kann U berechnet werden.
Bedeutung von V¥:
Stromlinien sind definiert als: il% = Zl%
UQd?”l = ’UldT’Q (282)
UldTg — UQd’f‘l =0
VQWCZ’/’Q + V1Wdr1 =0
= 2d¥ =0
= ¥ ist konstant entlang einer Stromlinie (2.83)
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2 Hydrodynamik

Beispiel 1:

/

Grundstromung

T2

A

> T
Beispiel 2:  Dipolstrémung
)
1

34

W(z) = az = (a+ bi) (11 + irp)
=ary — bro 4+ i (bry + ary)
=P+

Stromfunktion: ¥ = bry + ars

* dﬂ*_ *
w = dz =

=a —1b = v + vy

=v1 =a; vy = —b

1

W(z)=-= ;e”’"ﬁ = i(cosqﬁ — isin @)

1
Z .
=@+ mit z =re?

Stromfunktion: ¥ = _smw
r
. (AW 1\* 20\
w=\—-=] =\ T |
dz 22 r?
216 1
=——= (cos2¢ + isin 2¢)
= U1 + V9
2 in 2
Ly — _C082 ¢7 vy = _sm2 ¢
r r



2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

Beispiel 3:  Wirbelstromung

T2
A
FO FO 0
|44 —Inz=—1 -0
(2) o n i nr+ 27T¢
=P+ W
/‘\ F
\J > Stromfunktion: ¥ = —=In 2
27
AN Iy 1\
w — —_— — —_——
dz 27 2
S R 1 TV
2w (?:7“1 — 7’2) 1t (T% + T%)
= vy + Vs
F0T2 F()T’l X
ivlz—m; UQ:W mltT%—FTg:rQ

L(i, o1, 1 0.1
— e — — = ry——
72 ! orir2  r?2 2 Org 12

- FO 2 27’% 2T%
 Ar

_ (2 2
4 \ 2 rt ]

= Die Wirbelstromung ist aufler am Ursprung rotationsfrei; vgl. starre Rotation mit & # 0,
aber mit einer Zirkulation I" = ¢, 9d7r = ¢ I/ (2nr)dr = I
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2 Hydrodynamik

Beispiel 4:  Umstromter Zylinder

R? r
W = vz + T 57 Inz (vo, R, I reell)
i
i r
Stromfunktion: ¥ = vgrsin ¢ — ”UORQM + o Inr
r s
2
I
= vy sin ¢ <7’ — R) +2Inr
T 27
Fir r = R gilt
I
U= i In R = konst. (2.84)

Damit ist der Kreis mit Radius R eine Stromlinie und Innen und Auflen sind entkoppelt:
¥ hat also auf dem Kreis nur eine Tangentialkomponente (keine Haftbedingung).
Wenn sich die Richtung der Tangentialgeschwindigkeit umkehrt, gibt es einen Staupunkt (7' = 0):

Ur

A

> ¢
27
aw .
w:E—vl—wg—O
- 1—52 LI ST R B ) 2+R2 (2.85)
W 22 2miz “1/2 dmiv, 4o, '
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

FOI
— 21y =+R 0< Iy <dmyR

— ’21/2| =R

FO = 4’7TUOR

_ _In _ _
— Z1/92 = = = —1R
/27 dmivo Io > 4mugR

— z1=2zund |z| > R

>

©
©

kreuzende Stromlinien < externer Staupunkt

Experimentelle Realisierung: Rotierender Zylinder in der Grundstromung!

2.4.2 Kraft auf umstromten Zylinder

In Abwesenheit von Reibung (n = 0 < Potentialstromung) ist die Kraft auf den Zylinder gleich

dem Integral iiber den auf die Oberfliche wirkenden Druck:

F= —f phds = — j{p(Q)RﬁdQ
C
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2 Hydrodynamik

Hierbei beschreibt F eine Kraft pro Lange und das Integral geht iiber die Kreiskontur C'

cos 0
= sinf

0

Bernoulli-Gleichung;:

P+ %UQ = konst. = pg

Die Bernoulligleichung gilt tiberall auflerhalb des Zylinders, da
dort die Wirbeldichte Null ist.

dw ) . .
W= —— = V] — Wy, W = V1 + 102
dz

ww* = v + vy = |v|?

>

Lo *
=P =po— Hww

A=

R? I R? 1
=y |1— — cos20 ——Osin9+ivg 1— —sin26 +Z—0C080
r2 2rr r2 2

mr
Kraft entlang Stromung:

2m
F = —R/O p(0) cos 6db

27’1’ po "
—R/ po ——ww” | cosOdl (2.86)
0 \76/ 2

po ist konstant und fallt deshalb beim Integrieren raus. Senkrecht zur Stromung:

2m
F, = R/ ( Do —poww*) sin 0d0 (2.87)
0 ~ 2

d’Alembertsches Paradoxon (2.88)

Es wirkt keine Kraft F} in Stromungsrichtung auf den Zylinder (da das Druckprofil symmetrisch
ist).

Magnus-Effekt

(2.89)
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

Die Kraft F3 ist senkrecht zur Grundstromung und proportional zur Zirkulation.

Beides gilt allerdings nur fir n = 0.
Durch konforme Transformationen vom Kreis zu komplizierten Querschnitten kann man zeigen,
dass Fy = polyvy exakt fur beliebige Formen gilt (= Kutta-Joukowski-Theorem). Iy hangt dann

vom Querschnitt und Anstellwinkel a ab.

2.4.3 Wirbeldichte-Gleichung
Euler-Gleichung:
S PG o (S ) BT
pU + QV’U — pU X (V X v) =pF —Vp (2.90)

Wirbeldichte &(r) = 1 (V X U(T))

H(p):/P W F__su (2.91)

o p(p)

:»U+2wxﬁ:—ﬁ<;v2+U+H>:—VH |-V (2.92)
25 +2V X (@ X T) ==V x VH =0 2.93
Vx@xt)=d (V-3) -0 (V-&) +(7-V)&d—(3-V)7 2.94)

o —_

Inkompressibilitat

Die Gleichung (2.93) ist gleich Null, da die Rotation des Potentials verschwindet. Damit erhalt
man insgesamt:

G=(0-V)d=(a-V)v (2.95)
= Cj;; = (@ . ﬁ) U Wirbeldichtegleichung = Vortexgleichung (2.96)

Fir 2D-Stromung;:

U1(’l“1,’f’2) 0
U= UQ(Tl,?"Q) — J= 0
0 W3

— W3V3’Ui =0
d—)
d—(: = 0 = Die Wirbeldichte eines Fliissigkeitselements bleibt erhalten. (2.97)
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2 Hydrodynamik

Fiir stationédre 2D-Stromung;:

(17 : ﬁ) @ = 0 = Die Wirbeldichte entlang einer Stromlinie ist konstant.

Mathematischer Einschub:  Zeitableitung von Integralen mit bewegten Rdndern

 Volumenintegral iiber ein mit u(r,t) bewegtes Volumen:

i ///v(t) a(rE)dV = ///m) Bﬁfb +V- o ﬁ)] W)

o Fldchenintegral iiber eine mit (r,t) bewegte Flache:

—

d - Ji = -
— **,tsz// 99 LV x @x @) +av-a|dF
dt //F(t)a(r ) 20 [at TV (@xa)+a a]

« Linienintegral tiber eine mit u(r,t) bewegte Linie:

d [r2@)

r2(t) | 9d - .
il 6(r,t)dF:/T [8“ +V (@) — i x (V x a‘)] dF

1(t) ot

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

2.4.3.1 Thomsonscher Wirbelsatz

I" = 04 U~ dr sei die Zirkulation entlang einer (mit der Geschwindigkeit ¢') mitbewegten Kontur
C(t).

Gesucht: Anderung von I" (entlang der mitbewegten Kontur)

dt’

d . _(2.101) o =, . - .
pr C(t)v(r,t)dr = 72@ la?j—i—V(v-v)—vx(va)}dr

N———
=1Vu2—0:VE
ov - 1o
= — +0- VU —Vv? dr
i <0t+v U+ 5 v )r
——

=0,da f %61}2(177:0
dv

= —dr
c) dt "

—¢ —V(U+I)di=0 (2.102)
o)

Die letzte Umformung geschah mit Hilfe der Euler-Gleichung: ‘;—? = F — % = -V (U + 1II).
Hiermit folgt:

ar’
dt

=0 Thomsonscher Wirbelsatz (2.103)

In idealen Fliissigkeiten éndert sich die Zirkulation entlang mitbewegter Konturen nicht!

Herleitung der differentiellen Form des Thomsonschen Wirbelsatzes:

A stokes & [ & g qFf
dt dt FH/—/
“002/ l+V>< 7+ V@ [dF =0 (2.104)
——

=VV x7=0
Fiir beliebige Flache (vgl. mit der Herleitung der Wirbeldichte-Gleichung):

% g ()= 210

Also entspricht die differentielle Form des Thomsonschen Wirbelsatzes der Wirbeldichte-
Gleichung.
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2 Hydrodynamik

2.4.3.2 Helmholtzsche Wirbelsatze
e Wirbellinien: Feldlinien des &-Feldes

o Wirbelfaden: Alle durch ein Fliachenelement dF' gehende Wirbellinien

o Wirbelstarke: Wirbelfluss durch eine mit ¢ bewegte Fliache

1. Wirbelstarke eines Wirbelfadens ist zeitlich konstant.
[ Thomsons [y @+ dF =} [V x GdF =} foq 77 = L1 (und dI'/dt = 0)

2. Wirbelstérke eines Wirbelfadens ist rdumlich konstant (Wirbelfdden haben kein Ende).
Beweis:

divid=0
—>/§-(Ij’dV:O
1%

_ w-dF+/ w-dﬁ—/ G-dF =0
M Fy

F

=0
:>// Q-dﬁz// 5-dF (2.106)
F1 F2

Das Integral iiber die Mantelflache M ergibt Null, da M so konstruiert ist, dass & L dF
auf M.
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

2.4.3.3 Konsequenzen, Beispiele

« Wirbellinien enden nicht, kénnen aber geschlossene Kurven bilden (z.B. Rauchringe).

« Da I" erhalten bleibt (ideale Fliissigkeit), wie entsteht dann ein endliches I” beim Tragfliigel?
— ,starting vortex“: Ein Wirbel bleibt am Flughafen zuriick.

C_>

—

I gesamt — 0

o Verzerrung eines Wirbelfadens fithrt zur Erh6hung von .

AAAQ
LD

Annahme:

Flissigkeitsvolumen des Wirbelfadens bleibt bei Verzerrung konstant (inkompressibel)
— bei Verlangerung des Wirbelfadens sinkt der Querschnitt

— & steigt lokal an (und da I" = v 27 = konst. erhoht sich die Geschwindigkeit)

— Tornado
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2 Hydrodynamik

2.4.4 Lift-Theorem (konforme Abbildungen)

Gegeben seien komplexe (analytische) Funktionen W(z) = @(z) + ¥ (z). Wikle eine analytische
Funktion Z = f(z) und ihre Inverse z = F'(2), so dass z = F(f(z)). Dann ist W(z) = W(F(Z))

analytisch.
z=r +iry und W(z2) = D(ry,79) + iW(ry,75) (2.107)
Wie vorher gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

0 =Vi®d =Vl und Oy =Vsd=-—V¥ (2.108)

(Betrachte hier rotationsfreie inkompressible Stromungen)

An korrespondierenden Punkten z und Z = f(z) sind die Funktionen W und W gleich.

W(Z) = W(F(2) = W(z) (2.109)
= ¥ und ¥ sind dort auch gleich. (2.110)
= Stromlinien werden auf Stromlinien abgebildet. (2.111)

Eine feste Grenzfliache, impermeabel fir Fliissigkeiten (z.B. der Zylinder im obigen Beispiel des
umstromten Zylinders), die in der z-Ebene definiert ist, wird in eine andere feste (impermeable)
Grenzfliche in der 2-Ebene abgebildet. Wie wéhlt man die Funktion f(z), so dass man einen
Tragflachenquerschnitt erhalt?
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

Joukowski Transformation:

Z=z+ —
z

Betrachte den Kreis z = Re® mit 0 < ¢ < R

Qe

e g [ Ly
— Z =711 +1T9 = Re ~|—Re = R+R cosf+i|R 7 sin 0

Der Kreis wird auf die Ellipse abgebildet:

i + 7 =1 it den Hauptach R+ ¢ dR ¢
5 5 mit den Hauptachsen — un - —
(R+%)? (R—-F) P R R

Inverse Joukowski-Transformation:

+ Z—CQ

z =

DO |

Umstromter Zylinder mit Stromungsrichtung o

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

Abbildung 2.5: Stromung um einen Zylinder (Kreis) in der z-Ebene und nach Transformation zu

einer Ellipse in der Z-Ebene
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2 Hydrodynamik

Explizit fiir den Spezialfall der diinnen Platte:

2
5= 54 —
z z 9

Hauptachsen 2R und 0

Geschwindigkeit als Funktion von z im trans-
formierten Koordinatensystem:

AW dW/dz
Z 0 dZ/dz
— voeia% — 2?1)2

R2
22

’l~}1 —Z?NJQ =

(1o

Vo€

Mit der inversen Funktion z(Z) kann das als
Funktion von Z geschrieben werden.

T2

1

An den Plattenenden z = £R gibt es Stréomungssingularitdten und dort ist |v| = oo. Die
Singularitdt am hinteren Ende kann durch die Wahl von I # 0 entfernt werden, so dass der

hintere Staupunkt am Plattenende liegt!
Staupunktgleichung fiir z = +R

dW

=0
dz
dW —i [1e% FO
—— =1pe " — e — =
dz ~° 0 omiR
& —yp2ising — — = =

V21 sin o Srikt

— |1y = 4dmyyRsin «

Kutta-Joukowski-Bedingung

(2.117)
(2.118)

(2.119)

(2.120)

< heuristische Beziehung zwischen Anstellwinkel o und Zirkulation !

Stromung am hinteren Ende:

Entwickle ddg/ nach 2 =2R + ¢

Limes ¢ — 0 am Quasistaupunkt (Jv| # 0)
zZ=2R:

U1 = Up COS v vy =0

Es gibt aber eine Singularitat am vorderen En-
de! Singularitdten sind schlecht, da die Stro-
mung dort nicht-ideal wird! (Dadurch gibt es
Reibung und die Naherung wird schlecht)

_

Abbildung 2.6: Stromung um eine diinne Platte

Empirisch: Singularitdten kommen typischerweise nicht vor!
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

2.4.4.1 ,,Symmetrischer* Fliigel mit nur einer Singularitat

Kreis um (—\,0) mit 2z = =\ + (a + A\)e” und Radius R = a + \.

CL2

—A+(a+ Ne™

F=-2+(a+ e+ (2.121)

Geschwindigkeitsprofil im z-Koordinatensystem < umstromter Zylinder

2
@t N o - Loy (2.122)

W(z) =vo(z+ N)e ™™ + ST =

—~ —ia _ (a+XN)? ia) I
dwW(z) dW/dz 0 <6 ETSVEA > i)
i dijde a2 (2.123)

22

Nun macht nur noch die Singularitiat bei z = +a Probleme, da z = —a im Fliigel liegt!
Um die Singularitat bei z = 4+a zu heben, muss fiir den Zahler gelten:

—ia __ gla) Iy i
Yo (6 € ) 2mi(a+X) 0

— | I = 4mvg(a + A) sin Kutta-Joukowski-Bedingung (2.124)

Die Stromung ist jetzt tiberall glatt und end-
lich!

Fiir A < a: Diinner Fliigel mit Lange 4a und
Dicke 3v/3\.

Die Idee ist, dass das experimentell beob-
achtete Stromungsfeld der Kutta-Joukowski-
Bedingung gehorcht = ad-hoc Annahme (ex-
perimentell ok)!
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2 Hydrodynamik

2.4.4.2 Blasius-Theorem

Eine stationédre Stromung werde durch W (z) be- ;2 .
schrieben. Fiir die Kraft auf einen Korper mit Kon- 1
tur C' gilt
ip aw\?
Fi— iy =0 ]{ A .
Lo 2 Je ( dz > : F
C
> 71
Beweis:
Die Kraft auf ein Oberflichenelement ist
—sinf S5 — dF1
cosf | PO° T dF,
— dFy, — idFy = —p(sin 6 + i cos 0)ds = —pie "“ds
Die Kontur C' ist eine Stromlinie, also
v\ _ (1, 7)| cos 6
Vg 172 sin 0
aw .
Pl ivy = |v|e™ auf der Kontur C
z
Bernoulli-Gleichung: p = py — %712
— dF, —idFy = (";%2 — p0> ie”"5s (2.125)
ipo (AW, .
U poie s (2.126)
2 dz ——
—ipo(dr1—1id7r2)=0
Mit dz = 6s e gilt also:
ipo [ dW 2
dFy —idFy = 22 (== d 2.127
1 —al 9 ( dz ) z ( )
Durch Integrieren iiber eine geschlossene Kontur C' erhédlt man das Blasius-Theorem. [
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2.4 Liftkrafte auf bewegte Korper

2.4.4.3 Kutta-Joukowski-Auftriebstheorem

Gegeben sei eine stationére, ideale Stromung in 2D und ein beliebiger Korper mit Kontur C'.
Aus gegebener Zirkulation I folgt fiir die Kraft auf den Korper:

F1 =0 FQ = p(]’UoFO (2128)

Beweis:

Der Koordinatenursprung sei im Korper selbst.
Annahme: Analytische Stromung mit Randbedingung derart, dass v(z) — vy fiir |z| — oo.

sonst divergent

dW
1) & —=wu+ s + e + 4 + ... W (Laurent-Reihe)
dz z 22 23

. I\ 2 . J\ 2
2) Cauchys Theorem: F} — iFy = % (;Z) dz = %7{ <;V> dz (2.129)
c o\ dz
AW\ > 20a1 a2 + 2asvp B
(dz> =i+ — 5+ 0 (=) (2.130)

Residuenkalkiil: Einziger Beitrag zum Integral kommt vom % Term!

aw'\’
R — =2 2.131
es < 7 ) ] Voay ( )
. 1Po .
F, —iFy = o 271 - 2Upa1 = — 2T PoUoay (2.132)
C\
Bestimmung von ay: “iz
dW r ei27‘r
—dz=2mi-a1 =W
¢ dz r
Inz=Inr+if e
I Iy0
— Fiir einen Zylinder gilt W = —2—7; Inz= _ﬁoi Inr— % o
Also dndert sich W um —I§, wenn man einmal um den Ursprung
integriert!
. r 6i27r FO
2miay =W =—I) = @=—-—— (2.133)
r 27
Und damit:
I
Fy —iFy = povg— (2.134)
{
:>F1:0undF2:p0v0F0 [
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2 Hydrodynamik

Das Kutta-Joukowski-Auftriebstheorem gilt fiir beliebige Querschnitte. Der Zylinder ist ein
Spezialfall!

Aus der Kutta-Joukowski-Bedingung Iy = 4mwvg(a —

A) sin @ und dem Kutta-Joukowski-Theorem folgt fiir /\/\
die Kraft auf einen unter dem Winkel a angestromten g a
Fligel: —_—
2 . 2
Fy = 4mpovg(a + A) sin o Vo -

Dies stimmt gut mit dem Experiment tiberein, solange
a < 12°. Fir groBe a werden Viskositétseffekte wichtig!
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2.5 Viskositatseffekte

2.5 Viskositatseffekte

Tatsachlich ist die Tangential-Geschwindigkeit am Korper Null! In Wirklichkeit gibt es eine diinne
Schicht (= Grenzschicht) in der Viskositéatseffekte wichtig sind, aulerhalb ist die Euler-Gleichung

erfiillt.

2.5.1 Hydrodynamische Ahnlichkeit

Oft kénnen verschiedene Stromungssituationen aufeinander abgebildet werden. Dazu geht man

zu dimensionslosen Grofien tiber:

L: charakteristische Lange

T': charakteristische Zeit

vo: charakteristische Geschwindigkeit
po: charakteristische Dichte

po: charakteristischer Druck

Il
=

I
4
Q

- <L

~

ESTHESHIR N ST S
1l
oI
S oS
AR

Fy: charakteristische Kraft

I
=
T

7.7, 0, p, F sind einheitenlos.
Navier-Stokes-Gleichung (mit o' = 2n):

p (b +v;Vj0,) = pFi = Vip+ndvi + ViV, (2.135)

Ersetze die GroBen (7" — 7 etc.) und teile durch % (damit wird die Gleichung einheitenlos):

L /. A7, IOL Al Do ’ot Ui 1 1 I/
- . NV = — - V. A V'V 2.136
" P+ po; Vi, 2 pF; Py V.p + Lo v; + 3VZ U; ( )

Die obigen markierten Briiche charakterisieren die Gleichung und somit die Losung!

. % = S7r hei3t Strouhal-Zahl

pPo __ fo __ Druckkraftdichte __ 1
poVE v2 — Tragheitskraft ~— FEu?

Fu heifit Euler-Zahl

(=l

00

v2 po-2 Trigheitskraft .
B R I L] gheltskra — _
B Al iy =y Fr heiit Froude-Zahl

[Nyl

poLlvo p()% _ Tragheitskraft

= =R Reynolds-Zahl 2137
n n7%  Reibungskraft ¢ Y ( )

Fiir kleine Reynoldszahlen:

e Re < Rey: laminare, geordnete Stromung
e Re > Rey: turbulente Stromungen (mit Wirbeln und Geschwindigkeitsschwankungen)

Rey, bezeichnet die kritische Reynoldszahl. Fiir ein kreisformiges Rohr ist Re; = 2000.
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2 Hydrodynamik

Beispiel:  Wasser

k
po(Ho0) =~ 10° —gg n(H,0) ~ 107 Pa - s
m
Fir L =~ 0,02m = 2cm = Durchmesser des Rohrs
103 - 0,02

m
2000 = * Ukrit = Ukrit == 071 7
S

103

Reskalierte Navier-Stokes-Gleichung:

]' / -/ / ! ! 1 / / ]‘ !/
7{) +P V . — ’ﬂ F — V
St Vi AR Fro ot Eu? iP

1
Re

[ ]‘ !/ /
(A v; + 3ViVjvj> (2.138)

Stromungen fiir identische Werte von Sr, F'r, Eu, Re sind dhnlich (= identisch modulo Skalen-
faktoren). Deshalb sind diese Zahlen fiir Modellierungen sehr wichtig.
nPa-s] poll5] v=2
Luft 107° 1 107°
Wasser 1073 103 1076
O1| 107! 900 10~
Glycerin 1 1260 1073

= Re= %: Bei Modellen von grofien Objekten (Flugzeugen, Raketen, ...) ist Lv bei konstantem
Re klein, also muss v klein gewahlt werden. Umgedreht: Bei der Modellierung von Bakterien
mit L ~ 107°m und v ~ 107° 2 ist Lv grof und somit muss v auch groB sein (z.B. Glycerin).

2.5.2 Grenzschichtphianomene

Bei den einfachsten Strémungsgeometrien (Couette, Hagen-Poiseuille) verschwindet der In-
ertialterm wegen der trivialen Geometrie komplett (Zeitableitung verschwindet wegen der
Stationaritét).

2.5.2.1 Impulsiv bewegte Platte

Betrachte eine viskose Fliissigkeit in der Region 0 < "2

r9 < 00 in Ruhe, v(7) = 0. Bei t = 0 wird die (unendlich
ausgedehnte) Platte instantan auf Geschwindigkeit u 1 u
in r-Richtung gebracht. / —_—
Wie ist das Geschwindigkeitsprofil?
U1 (7’2, t) dp
Annahme: v = 0 = Vu;,=0 <—> pri 0> (2.139)
0
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2.5 Viskositatseffekte

Betrachte p = py = konst.
Navier-Stokes-Gleichung:

1
Po Po
1
=0 = ——Vip+ vAdy (2.141)
Po
Vop=wv3p=0 (2.142)

p héangt also nur von r; und ¢ ab.
1
01 (rg, t) — VARV (19, 1) = —p—le(rl,t) = ¢(t) (2.143)
0

Die Gleichung (2.143) separiert beziiglich 1 und 75. Die rechte (und linke) Seite hiangt nur von
t ab.

= V1p(r1,t) hingt nur von t ab! Da kein Druckgradient angelegt wird, ist

p(ry = —o0) = p(r1 = +00) und damit Vip = 0.

2
= Eindimensionale Diffusionsgleichung avlgf’t) = ya Ula(?’t) (2.144)
T

Randbedingungen:

e v1(re >0, <0)=0
e v1(ry =0,t > 0) = u (Haftbedingung)
e v1(rg =+00,t>0)=0

(Aquivalent zur Wirmeleitung durch einen Stab der zur Zeit ¢ = 0 an einem Ende mit einem
Warmereservoir verbunden wird.)

2.5.2.2 Methoden der Ahnlichkeitslésung

Betrachte eine Koordinatenreskalierung (o« € R ist eine numerische Konstante):

r=ar t=a’t
= Die Gleichung bleibt invariant.

,,,/

Dies legt nahe eine ,, Ahnlichkeitslosung“ als Funktion der Variablen 77z zusuchen, da 77 = 71z

ebenfalls unabhéngig von « ist. Tatsachlich wéhlt man x = W und setzt v = f(z) als Losung

der Differentialgleichung an:

ov 9%
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2 Hydrodynamik

1 1
= o f (@) = vf'(2)—
= (@) + 5/ (2) = 0

Einmal integrieren:

22

f(@) = e~

Nochmal integrieren:

T _y2
flz)=B +A/ dye ¥
0
Randbedingungen:
fO)=u = B=u

y2

floo)=0 = f(oo):u—i-A/Ooodye_4

A=

V3

(i-5e )
)

=)=+ ()

U
=
=
||

Die Errorfunktion Erf(z) kann genéhert werden:

2 3 .

=L+ Oz firx — 0
Erf(z) ={ V™ 712( )

1—;\5 fiirz — o

x

ue 4

NG firz = o

. U(x){ (1—2%) firx — 0
2

54
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(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)
(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)

(2.157)



2.5 Viskositatseffekte

Die Geschwindigkeitsprofile sind beziiglich der Zeit dhnlich, wenn die Ortskoordinate geméafl

T = W reskaliert wird.

Die Bewegung der Platte hat sich A
nach einer Zeit ¢ iiber eine Distanz U
r ~ /tv ausgebreitet. Viskositéts-

effekte breiten sich also allméahlich

aus!

T

> T = (vt)1/2
2.5.2.3 Wirbeldiffusion
Wirbeldichte:
1o 1 1 31}1
_ = - — -7 2.1
w 2V X v 2V2U1 5 87"2 ( 58)
u T‘2
= T 2.159
“ 2\/7Tl/t€ ( )

Die Wirbeldichte ist auf einen Bereich r < /vt beschrankt und ,diffundiert* von der Wand
weg. Im wirbelfreien Bereich ergibt sich eine Potentialstromung. Umgekehrt: Um die Strecke L
zu diffundieren braucht die Wirbeldichte eine Zeit ¢ ~ %2 (viskose Diffusionszeit). Die Dicke
§ = /vt heiBt Grenzschicht-Dicke.

Beispiel:  Wasser

v=10"6 m;

Nach 1 Sekunde: d~103m
Nach 100 Sekunden: 0~ 1lcm
Nach 10% Sekunden (~ 10 Tage): ¢~ 1m

2.5.2.4 Stromungen an einer Plattenkante

Man betrachte eine Stréomung, die auf eine Plattenkante trifft. Eine exakte Rechnung ist moglich,
ware aber sehr langlich. Deswegen betrachtet man ein einfaches ,,Skalenargument®:

Die Fliissigkeit im Abstand z von der Plattenkante hat ,Plattenkontakt® ¢t ~ %. Da fiir eine
unendlich ausgedehnte Platte die Grenzschichtdicke § = /vt ist, gilt:

5~ v (2.160)

u

25



2 Hydrodynamik

—

T2 u
q A

u
—
u* Om
—
» 71
0 x L

Fiir eine endliche Plattenlange ist die maximale Grenzschichtdicke 9,, ~ y%. Wann ist 6,, ~ L?

lvL
o < L & V—<L
u
[ul
& u—>1
1%

< VRe > 1

Auto (Luft): V%10*5m?2 L~1m u=102 Re~*t~10° —§, <L
Flugzeug (Luft): v~ 1072 L~10m u=1002 Re~“t~10° —d, <L

Schiff (Wasser): V%10*6m?2 L~10m u~102 Re~"t~10% —§,<L

v

An diesen Beispielen sieht man sofort, wieso die Euler- und Bernoulli-Gleichung so erfolgreich
sind!

2.5.2.5 Prandtlsche Grenzschichttheorie

Auflerhalb der Grenzschicht ¢ kann die Euler-Gleichung benutzt werden, innerhalb gilt die
Navier-Stokes-Gleichung. Zudem gelten Anschlussbedingungen an der Grenzschicht-Grenze. In
der Grenzschicht fithren ein paar Vereinfachungen zur ,,Grenzschicht-Theorie®

)
vp

ro = vy (rg) = 0¥ ro = v =vy =0
LOn o Pu

5 —> ory & or3 2

—>
»11
L

Es folgen Skaleniiberlegungen (nur zur Abschéatzung, nicht als exakte Losung).

ov ) 9% vl
vy und p dndern sich nur wenig iiber die Systemgrofe L < a—l ~ fl L~
1

or? L2
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2.5 Viskositatseffekte

Fiir inkompressible Fliissigkeiten (V;v; = 0) vereinfacht sich dies zu:

0
dvy  Ovy U

722 2.161
87‘2 8’/‘1 L ( )
Navier-Stokes-Gleichung:
vy 1 2 2
— + vlvlvl + UQVQUl = —*le -+ V(Vlvl +V2U1) (2162)
=0
V3v; ist vernachlissigbar, da:
Vg'l]l L2
~ > ] 2.163
Vi, T (2.163)

Dies ist fiir die meisten Anwendungen (fiir grofie Reynoldszahlen) gut erfillt.

Philosophie:
p(r1) wird mit der Euler-Gleichung berechnet und als Randbedingung benutzt.

2.5.2.6 Effekte: Grenzschichtablosung

U

O O O

— h

X//O”)

Von Punkt B nach A steigt der Druck an (aus Bernoulli-Gleichung). Die Grenzschicht 16st sich
am Punkt A ab und erzeugt einen Totwasserbereich mit (v) = 0 und sorgt fiir Wirbelbildung.
Oft bilden die abgelosten Wirbel eine ,stabile“ alternierende Anordnung, die Karmansche
Wirbelstrafie genannt wird (mit dem universellem Verhéltnis % = 0,283).

Dies ist auch die Ursache fiir das Summen von Stromkabeln und Antennen, fir das Flattern
von Fahnen etc.
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2 Hydrodynamik

2.5.2.7 Einfachste Grenzschichtablosung: Planare Geometrie, stationares Feld

]

T2 (&1 T2
(%1

U1

A
S S S S S S S SS

Abbildung 2.7: Strémung in der Nahe des Ablosepunkts A. Rechts und links davon sind die lokalen
Stromungsprofile skizziert.

Der Ablosepunkt ist definiert durch: g—:ﬂ; 0= 0.
ro=

Grenzschicht-Gleichung (multipliziert mit Vs):

P 1
Y, (Ul + v Vi + 02V2U1> =V, <—pvlp + VV§U1>

ot
1
<~ (Vg’l}l) V1v1 +01V1V2’01 + (VQ’UQ) V2U1 + ’UQU%Ul = —— V1V2p, da +va’01
N—— N—— p N———
= =0 Vap =0
2 vy~ Bl 0

Multipliziert mit Vs:

(VQUl) V1V2U1 + vlvlvgvl + (V2U2> ngl + Ugvgvl = VUgUl (2164)
=0 =0 =0

An der Oberflidche (ry = 0) ist v; = vy = 0 (Haftbedingung) und Vyv; = 0. Also:

(Vau1) ViVau, = vViv, = ;Vl (Vyuy)? (2.165)

= ;ddrl (22>2 » ?%1 » g <0 (2.166)
Annahme:

y(gl%lerSqL... :(gg)QW_O:aerrl :gzzm

o8



2.5 Viskositatseffekte

vy
oro

ro=0

' ]

Mit der Annahme a,b # 0 gibt es einen Ab-
losepunkt bei 1 = =% >0 (a > 0).

Die Konstanten a und b werden durch das
Druckprofil aus der Euler-Gleichung bestimmt.
Die komplette Losung wurde 1970 entwickelt.
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