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Aufgabe 4: Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten. Separationsansatz.

(zusammengefasst von Tobias Ried)
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Ansatz fir partikulare Losung:
® = R(r)P(0)Q(¢) (2)
mit = cosf (dz = — sin 6dh)
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bzw.
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Sammeln der Terme:

8,720,k 0,(1 — %0, P 1 95Q

R P S 1-22 Q (5)

da die linke Seite nur von r abhéngt, die rechte nur von # und ¢ miissen beide
gleich einer Konstanten A sein.

0,720, R
= = A (6)
9,(1 — 22)0, P 1 0Q
B P C1-a22 Q A (7)

Multiplikation von (7) mit (1 — z?) und Umstellen liefert

2
_ap(l —sz)azp(l —2?) = M1 —2?) = % = const. = p (8)




Man erhalt also folgende Eigenwertprobleme

95Q = pQ (9)
2 H
0.(1 —2%)0, P + T $2P = —)\P (10)
0,m*0.R = AR (11)
Losung der Eigenwertgleichungen:
1.
RQ=pQ = QocctVH (12)
wegen
Qo+2m)=Q¢) = p=-m (13)
und damit
Q=" firmcZ (14)
2.
2 m?
0.(1 —2%)0, P — T $2P = —A\P (15)
m=0:
0,(1 — 2%, P = —\P (16)
Mit dem Ansatz
P(z) =) ap* (17)
k=0

erhélt man durch einsetzen in die DGL (16) die Rekursionsformel

C k(k+1) =
= G )™ "

Die Forderung, dass P nicht divergiert bzw. eine endliche Summe ist, muss
A von der Form sein

A=I(+1) 1=0,1,2,... (19)

Damit ist a;0 = 0.



Die hiermit gefundenen Polynome P,(z) heiflen LEGENDRE-Polynome.

1=0: Py = ap, mit P(x =1) =11ist aqp = 1 und Py = 1.
—

2: ay = —3ag, mit ay, ag, -+ = 0 ist Py = ag — 3apz? = ag(1 — 3x?). Wegen
P(1)=1list ap=—1/2 und P, = (32% — 1).
1=3: a3 = —2ay, mit ag,az,--- =0 ist Py = a2 — 312 = —3(z — 32%) (da

wieder P(1) =1).

Fiir die geraden LEGENDRE-Polynome setze a; = 0 (damit verschwinden
alle ungeraden Monome), fiir die ungeraden LEGENDRE-Polynome setze ag =
0 (damit verschwinden alle geraden Monome).

(Dies ergibt sich aus der Symmetrie des Differentialoperators A= 0,(1—
22)0,: Bs gilt A(1) = A(—7). Damit folgt fiir das Eigenwertproblem A(7) f(r) =
A7) sofort A(—7)f(=7) = Af(—7) = A(7) f(—7). Die Eigenfunktion f muss
dann symmetrisch oder antisymmetrisch sein.)

Auflerdem gilt die RODRIGUEZ-Formel:

Symmetrieeigenschaft der LEGENDRE-Polynome:
P(z) = (=1)'P(~x) (21)

Normierung der LEGENDRE-Polynome:

/_ P@)Poa)ie = 5’mzzi+1 (22)

Nun zum Fall m # 0: Hier ist folgendes Operator-EWP zu l6sen:

m2

0x(1 — 230, P(x) — - x2P(x) = —AP(x) (%) (23)
Mit dem Ansatz
P2) = (1- 2 f(z) o= (24)
wird (*) zu
(1 —a?)2f —2(m +1)0,f —m(m+1)f = —\f (25)

Dieses neue Eigenwertproblem

A(m)f(z) = =Af(z) mit A(m) = (1 —22)0? — 2(m + 1)d, — m(m + 1)
(26)



hat als Losung die assoziierten LEGENDRE-Funktionen

Pa) = (1)1~ % T P)

(27)

Dies sieht man so:
Setze f = %H(:}:). Dann gilt (fiir die Operatoridentitdt siche Angaben-
blatt)

A(m)f(x) = Am)ar B(x) = 0 [0.(1 — 13)2,] Blx) = —\A(x)  (28)
Symmetrieeigenschaft der assoziierten LEGENDRE-Funktionen
P"(w) = (=) P (—x) (29)
Es bleibt das Eigenwertproblem fiir R(r) zu losen:
0,70, R(r) = AR mit A=1[(l+1) (30)
Der Ansatz R(r) = r® liefert durch einsetzen
ala+Dr* =11+ 1)r" (31)

Diese quadratische Gleichung in o hat die beiden Losungen «; = [ und
Qg = —(l + ].)

Damit sind die partikularen Losungen der LAPLACE-Gleichung in Kugelko-
ordinaten gefunden:

1

r P (z)e™? mpzm(ﬂﬁ)eim (32)

Die allgemeine Losung erhalt man durch Summation tiber [ und m:

(r,0,¢) = Z Z (almr + l+1>Pl (cos @)e™? (33)

=0 m=—1

oder

00 l

(r,0,¢) = Z Z (almr + l+1>Y 0, 0) (34)

=0 m=-—I

mit den Kugelflachenfunktionen

204+ 1(1—m)!
47 (I +m)!

Yim(0,¢) = Ny P (cos 0)e mé it szZ\/ (35)



Bei azimutaler Symmetrie vereinfacht sich dies zu

o(r,0) = i <alrl + %)B(COSQ) (36)

=0

Aufgabe 5: Dielektrische Kugel

Betrachten Sie eine dielektrische Kugel (Radius R, Dielektrizitatskonstante
e) im Vakuum. Eine Ladung @) wurde in die Position 7y = rgé, beziiglich des
Kugelzentrums eingebracht (ro > R).

e (a) Unter der Darstellung fiir das gesamte Potential

Q

Y —
(F) 47T€0|7?—7?0|

+ O (7)

finden Sie das Potential ®x(r) innerhalb und ausserhalb der Kugel.

e (b) Diskutieren Sie die folgende Grenzfille

(1) einer nicht-geerdeten Metallkugel (¢ — o0)

(2) einer Punktladung im Abstand h von einer dielektrischen Ebene
(R,r9g — 00, h =1y — R = const)

(3) einer dielektrischen Kugel im homogenen Feld (rp — o00,Q —
00, —Q/4megr = Ey = const)

Losung (zusammengefasst von Tobias Ried)
Es gilt:

V- D(7) = psrei(7) (37)

Fiir nicht zu grofle aufere Feldstarken E hangen die elektrische Feldstarke E
und die elektrische Verschiebung D linear zusammen:

D(7) = e(PeoE(F) (38)

Da immer noch

<l

X E=0 (39)
lisst sich E als Gradient eines skalaren Potentials ® darstellen

E=-V® (40)



Damit gilt fiir die elektrische Verschiebung

V- (e(AeoE(F)) = e(PeV - E + eE(F) - Ve(7) =

= —¢(P)egAD(F) — egVP(F) - Ve(F) =
= Pf?"ei(F) (41)

Auflésen nach A® liefert die Potentialgleichung

L (Pfrei 6066(77) VO
Ad = —— 42
- ( @ e ) (42)
Da es sich hier bei €(7) um eine Stufenfunktion handelt
fall <R
(=14 " "= (43)
1 falls r> R

ist der zweite Teil von Gleichung (42) proportional zu einem Ausdruck, der
eine Delta-Funktion beinhaltet, also

e Ve(F) - Vb
()

und entspricht der im Dielektrikum induzierten Oberflachenladungsdichte

x &(r — R) (44)

pina(T) = 06(r — R) (45)

Bemerkung: Falls sich die freien Ladungen im Medium befinden, wird auch
die Polarisationsladungsdichte pp induziert:

1

prell) _ 7+ op(), () = — (1 G

e(7)

Allgemein zur Stufenfunktion
Sei ©(x) eine Stufenfunktion

) prvei(7)

0 ,x <0
Ox)=41/2 ,z=
1 ;x>0

dann gilt



Bei einer vorgegebenen freien Ladungsdichte ist es leicht, den Beitrag ®;,,,
vom ersten Term in (42) zu finden:

O =P, + P

A(I)inh _ _lpfrei’ A(I)mh _ 1 / _ 1 _ pfrei("?,) dS’l“/
€o €(7) dreg J |7 =77 €(r")
Den Betrag ®x von der induzierten Oberflachenladungsdichte findet man
durch die Losung der Laplace-Gleichung im Innen- und Auflenraum der Kugel
mit den Rand(Anschluss)bedingungen.
Im Falle einer Punktladung auflerhalb der Kugel im Abstand ry vom
Kugelmittelpunkt gilt:

Q

471'60‘77— 770|

Wiirde sich die Punktladung innerhalb der dielektrischen Kugel befinden,
ergabe sich

Q

d., -
inh Ameqe|r — To|

Bemerkung: In diesem Fall tragen auch die Polarisationsladungen in @,
bes.
Fir das Potential macht man nun folgenden Ansatz:

r<R: A®=Ad,;,+AdPx =0 (47)
1
r>R: AD=ADyy, + Adyx = ——Q5(F — 7p) (48)
€o
Damit lassen sich die Potentialgleichungen auch schreiben als
r<R: Adg=0 (49)
r>R: Adxg =0 (50)

Die Losung dieser LAPLACE-Gleichung fiir ® x lasst sich aufgrund der azimu-
talen Symmetrie ®(r, 6, ¢) = ®(r, ) schreiben als

r<R: ®%r6) = Z <aﬂ’l + H—L)B(COS 9) (51)
1=0
. a - ~ 1 Bl
r>R: ®%(r0) = Z <alr + m)ﬂ(cos 6) (52)

=0



Die Koeffizienten a,b,a,b ergeben sich aus den folgenden Randbedingun-

gen/Anschlussbedingungen, die an das Potential gestellt werden:
1. % < oo (divergiert nicht)
2. ®¢ 50

3. E"(r = R) = E%(r = R) bzw. ®%(R) = ®"(R)

4. D%r = R) — D"(r = R) = 0frei (0frei # 0 beim Kondensator, sonst

O frei = 0)

Aus Bedingung 1 folgt sofort

und aus Bedingung 2
a =0 Vi
Die dritte Bedingung liefert
Of(R) + O (R) = 74 (R) + ©(R)
und da ®;,,, stetig ist bei r=R
05 (R) = PR(R)
also

00 ~

= b
ZalRlPl(cos ) = Z Rl—irlPl(cos 6)
1=0

= 1=0

und damit (weil die LEGENDRE-Polynome unabhéngig sind)

b
I l
Rl = Ri+1
Bedingung 4 kann man mit D,, = eepF, = —660%—;1? schreiben als
9] 0 0 _. o .
_ Y, Yge ) - <_ 9 pin _ _<1>m>
EO( ar T gr K)|,_p T 0 or oK) =r

Die Ableitung von ®;,; erhalt man dabei aus der Identitat

= LS () Ao

(53)

(54)

(55)

(56)

(58)

(59)



wobei 7~ := min(r,rg), r~ := max(r,r) und v = £(7, 7). Hier ro >r =R
und v = 6:

1 L o=/
rrr r_o; (r—()) Py(cos0) (61)

Nun kann man in Gleichung (59) einsetzen

[e.e]

i( Q lRl 1 Z;l(l‘i‘l))ljl(cose):ﬁz( Q lRl 1—|—la1Rl 1>P1(COSG)

— \dmeg it Ri+2 — \4meg it

(62)
Wegen der Unabhéngigkeit der LEGENDRE-Polynome muss wieder gelten

Q IR Bl(z+1): ( Q IR

dmeg rhtt RI+2 Areq rl+1

+laR" 1) (63)

Lost man das Gleichungssystem (58), (63), so erhdlt man
Q R2l+1 Z(E _ 1)

b= — 4
: dmeg b lle4+1)+1 (64)
und
. Bl . Q 1 Z(E—l)
U= R T dmegri l(e+1) +1 (65)
Damit
Q R1N /R /roN\! (e —1)
% (r,0) = — —— P, 0 66
L e l:0< r )l(e—i—l)—i—l {(cos6)  (66)
, Q 1 =/ry\ le—1)
O2(r,0) = — — —) ——P 6 67
x(r.0) 47r607"olz:;<7"0) lle+1)+1 1(cos 0) (67)

Das eben geloste Problem einer Punktladung vor einer dielektrischen Kugel
beinhaltet als Grenzfall eine Reihe anderer elektrostatischer Probleme.

Punktladung vor nichtgeerdeter Metallkugel Fiihrt man den Grenziibergang
€ — 00 aus, so ist das duflere Potential

Q Rly (RQ/TO :
r

P S j2 (-
K(T’ 6) 47'('60 ToT —o ) l(COS 6) (

© 51) (68)

47T€0 ToT



Der zweite Teil der Gleichung (68) ist gerade der zu [ = 0 gehdérende Sum-
mand im ersten Teil. Dieser muss wieder abgezogen werden, da in Gle-
ichung (30) wegen by = 0 der nullte Summand verschwindet, hier aber
falschlicherweise berticksichtigt wurde.

Wegen (60) kann man das Potential nun schreiben als

QR/ro +QR/TO

Q% (r,0) = — 5 69
ie(r.6) Ameo|F — L] Ameor (69)
bzw.
R R
(I)a(f') _ Q Q /TO + Q /TO (70)

Areg |7 — 70| B 4reg|i — f—;ﬁﬂ 4reg |7
0

Dieses Potential entspricht aber formal gerade dem Potential der Punkt-
ladung ) im Abstand ry vom Mittelpunkt der Metallkugel und dem zweier
Spiegelladungen: einer Spiegelladung Qs = —%Q am Ort rg = f—jf’o und
einer weiteren Spiegelladung Q' = —(Qg im Mittelpunkt der Kugel. ’

Daran sieht man, dass das Problem einer Punktladung vor einer nicht-
geerdeten Metallkugel ebenso wie das einer Punktladung vor einer geerdeten
Metallkugel mit der Methode der Spiegelladungen gelost werden kann. Fir
eine Punktladung vor einer dielektrischen Kugel funktioniert hingegen die
Spiegelladungsmethode nicht.

Punktladung vor dielektrischer Ebene Betrachte den Grenzfall R, rqg, r
oo und halte die Abstande ro — R und r — R fest. In diesem Limes geht jeder
Term in (66) und (67) zum Null. Z.B.:

rdmwegro ror € + 2

Man muss viele Terme (mit [ > 1) summieren, um nichtverschwindenden
Potential zu bekommen. Unter Naherung

le—1) - (e—1)
lle+1)+1  (e+1)

(fir [ > 1)

erhalt man

R,ryro—o0 Q R1 - RQ/TO l(e_ 1) Qs
wy (r,) B, QK1 Pi(cos0) = %
k(1. 0) Amegro T ; < r > (e+1) 1(cos0) Areg |7 — 7|
(71)
; R,r,ro—o0 Q 1 > T Z(G — ].) Qs
O (r @ _ il — ) —2P ) = —————— (72
K(r0) 4Aeg T ; <r0> (e+1) 1(cos0) Arreg |7 — 70| (72)



mit ( ) B2
e—1 . .
) Ts = —¢€;
(e+1) ¢ To
Weil der Koordinatenursprung im Zentrum der Kugel gewahlt wurde, sind
die Vektoren in (60), (71) und (72) unendlich grof. Man verschiebt den

Koordinatenursprung durch Substragieren des konstanten Vektors Reé,

Qs:_

o — R2 r0,R—00
7 =rF—Ré, Ty,=r7y— Ré,=hé,, 7,=—¢é —Ré, "= —hé..
To

Das gesamte Potential im neuen Koordinatensystem lautet:

Q Qs
() = >0
() Ameg |7 — T + Ameg|r” — 7| (+20)
s 2
O(7) = © — + < = 9 = (' <0)
dreg|T" — | Ameg|T! — | e+ 1 dmweg| — 7|

Dielektrische Kugel im homogenen Feld Je weiter die Punktladung
vom Kugel entfernt ist, desto mehr homogen das Feld im Bereich der Kugel
wird. Da die Feldstarke im Limes ro — oo abnimmt, vergréffert man die
Ladung @), um die Feldstarke konstant zu halten.

Betrachte den Grenzfall 1y — 00,Q — oo, —Q/4megrs = Ey = Konst..
Es gilt

Q 1 Q Q <«
(7, 0) Aeg |F—To|  4megro 471'607“8 ; ™ —7 Fi(cos
D072, const — Egrcos ) = const — Eyz (73)

EO - _6(I)znh - E()éz

Bemerkung: Der konstante Term im Potential hat keine Auswirkung auf das
Feld. Man setzte const = 0
Fiir die Koeffizienten b; und a; des Potentials gilt dann

. Q lle—1) R l(e—1) R*H

bi=— = 74
: dmeorg l(e+1) +1 it Ol(e F1)+1 gt (74)
Im Grenzfall ry — oo verschwinden alle b, bis auf
- ~1
by = E0R3E (75)

€+ 2



Ebenso gilt

Q Ue—1) 1 _ . lfe=1) 1

= _ = 76
O irerdle+ D)+ 1T OUe 1)+ 100 (76)
Auch hier verschwinden alle q; aufler
e—1
— 77
51 06 19 ( )

Damit sind das Potential und das Feld innerhalb der dielektrischen Kugel

: -1
O (r,0) = —Egr cos§ + Eqyr cos 9 i — FEqgrcosf (78)
€ €
. 3 .
E™(r,0) = p—y 2E0 (79)
Im AuBlenraum gilt:
RPe—1 — 1 p-7
O (r,0) = —Egr cosf + Eqyr cos eﬁe o= —Fq -7+ 47reopr_3 (80)
wobei das Dipolmoment
. e—1-
p= 47T60R3E n 2E0 (81)

verwendet wurde.



