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Aufgabe 4: Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten. Separationsansatz.

Legendre-Polynome.

Der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten (r, 6, ) lautet:
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Eine partikulére Losung ® = R(r)P(0)Q(p) 148t sich durch die Eigenfunk-
tionen der folgenden Operatoren
2
GaQ= Q. Qe

de 1 — 22
J 5,0
Er ER(’)") = AR(r)

bestimmen. Aus der Bedingung Q(0) = Q(27) folgt m = 0,+1, 42, .. .

A(m)P(z) = (1(1 _pyd o _m ) P(z) = —\P(z) (= cosf)

e (a) Betrachten Sie die Eigenwertproblem fiir P(x) im Falle m = 0.

A(m = 0)P(z) = (di(l - xQ)ddI> P(z) = =A\P(z),

Zeigen Sie, dass (nur) im Falle A = [({ + 1), (I = 0,1,...) die Funk-
tion P(z) nicht divergiert und ein Polynom [-ten Grades (sogenanntes
Legendre—Polynom P(z)) ist. Hinweis: Verwenden Sie die Darstelung

P(z) = Z arz® und leiten Sie mit Hilfe differentieller Gleichung eine

Rekurenz Formel fur die Koeffizienen ay, ab.
Niitzliche Identitat:
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e (b) Mit Hilfe der Darstellung fiir die assoziierten Legendre-Funktionen

B (x)

) = ra-aE (1) Bw) w20

T

leiten Sie die folgende Operatoridentitat ab:

Am)PP(e) = Am) (1-22)% (di)mw) (1) (%)mfum — 0)Bi(a).

X

Es folgt: Falls Pj(z) die Eigenfunktion zu A(m = 0) ist

A(m = 0)Py(a) = (diu )t ) Piz) = ~MI)Pi(a).

sind P"(z) die Eigenfunktionen des Operators A(m) zu der gleichen

Eigenwert.

Hinweis: Beweisen Sie zuerst die Gleicheit

Am)(1 = 2%)% f(a) = (1= a*) % (1 = 2®)f" = 2(m + Dz f' — m(m + 1) f).

Verwenden Sie weiter die Darstellung f(z) = (-£)™ P/(z) und die niitzliche
Operatoridentitdt
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e (c) Zeigen Sie, dass die Eigenfunktionen der radialen Gleichung die
Form R(r) ~ 7!, -2 haben und die allgemeine Losung der Laplace-

Gleichung in Kugekkoordinaten lautet

00 !
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Aufgabe 5: Dielektrische Kugel

Betrachten Sie eine dielektrische Kugel (Radius R, Dielektrizitatskonstante
e) im Vakuum. Eine Ladung @) wurde in die Position @ = (0,0, a) beziiglich

des Kugelzentrums eingebracht (a > R).



e (a) Unter Darstellung fiir das gesamte Potential

Q
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o(r) = + @ (7)

finden Sie das Potential ®,,(r) innerhalb und ausserhalb der Kugel.

e (b) Diskutieren Sie die folgende Grenzfélle

) einer nicht-geerdeten Metallkugel (¢ — o0)

(1
(2) einer Punktladung im Abstand h von einer dielektrischen Ebene
(R,a — oo, h = a— R = const)

(3) einer dielektrischen Kugel im homogenen Feld (a — 0o, Q — oo, Q/4mega’ =

Ey = const)

Hinweis: Zeigen Sie, dass sich ®,, im Falle einer azimutalen Symmetrie
i allgemeiner Form

)(r,9) :i{lr+ﬁ] (cosd)  (r < R)

=

ar' + l+1

P(cos?) (r>R)

=0
reprasentieren lafit. Bestimmen Sie die Koeffizienten mit Hilfe der Randbe-
dingungen bet v = 0,00, R und der Zerlegung

7o 7‘0| = — Z (7’<) P(cos®), rs =max{r,ro}, r« =min{r,ro},

,
> =0

wobei ¥ der Winkel zwischen den Vektoren 7 und 7 ist.



