Zentraliibung zur Vorlesung
Theoretische Physik II: Elektrodynamik

Blatt 1 (Lésungen)Dr. A.Zharikov, Prof. R.Netz, TU Miinchen, WS 2009/2010

Aufgabe 1: Poisson-Gleichung. Fourier-Transformation.

(a) Losen Sie die Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung ¢ durch Fourier-
Transformation. Die Randbedingung an das Potential ®(7) laute
lim ®(7) = 0, r = |7
Hinweis: ;" sinxde/z = /2
(b) Im Grundzustand des Waserstoffatoms ist die Elektronenladung n&herungsweise
mit der Dichte

3
2
pe(F) = ——68(; exp(—ar), a=_—

verteilt, worin ap der Bohrsche Radius ist und e die Elementarladung ist.

Mittels der Fourier-Transformation berechnen Sie das Potential des Wasser-
stoffatoms unter Annahme, dass die Kernladung punktformig im Ursprung
lokalisiert ist.

Losung
3D-Fourier-Transformation:

FT{f(F)} = f(];) — /eiE'Ff(F)d:iT : f(fj _ (1/271_)3/61'13-?

(k)d>k

Die Funktion f(k) nennt man als Fourier-Transformierte von Funktion f(7).
Bemerkung: In der Literatur verwendet man auch andere Definitionen fiir

die Fourier-Transformation

M(ﬂz—? FT = —chi)@:_%’? N @(g):%%/?

(a) Ladung ¢ im Punkt 7p:  p(7) = ¢6®) (¥ — 7p)

p(k) = q / RSO — fo)dr = g V() =L
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Bei der Riicktransformation des ersten Terms ergibt sich der Beitrag —p.(7) /aeg
in das Potential. Berechne den Beitrag vom zweiten Term.
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Bemerkung: In der letzten Zeile wurde der Residuensatz verwendet.
Das Potential des Wasserstoffatomes lautet:
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Aufgabe 2: Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten.




Separation von Variablen

Das Volumen V. = {7 : 0 < z < 4,0 < y < 00,—0 < z < oo} sei
durch Metallplaten begrenzt. Die beiden Seitenplatten (x = 0,2 = a) seien
geerdet; die Bodenplatte (y = 0) habe das Potential ®,. Alle Metallkorper
seien voneinander isoliert. Bestimmen Sie das Potential ®(z,y, z) zwischen
den Platten mit Hilfe der Laplace-Gleichung.

Hinweis: In(1+ Z) = =Y >° (=1)"Z™/n, worin Z eine komplexe Zahl ist.

n=1

Losung

Laplace-Gleichung: A®(z,y,z) =0, 7€ V.
Randbedingungen:

RB1: ®(x=0,y,2) =0, RB2: ®(x =a,y,z) =0,

RB3: ®(z,y — 00, 2) < oo (divergiert nicht), RB4: ®(z,y =0,z2) = &

Wegen der Translationssymmetrie entlang der z-Achse ist die Losung z-
unabhéngig (¢ = ®(x,y)) .

Partikulire Losung (Separation von Variablen):
O(z,y) = X(2)Y (y)

Ad =0, XY +XY"=0 =
X"x) _ Y'(y)
X(x) Yy
Die Gleichheit soll fiir alle z,y € V' gelten. Dies kann man erfiillen, falls die
beide Seiten zu einer Konstanten « gleich sind. Fixiere z. B. x = x;. Die

linke Seite ist eine reele feste Zahl. Fiir alle y muss die rechte Seite gleich

dieser festen Zahl sein. Da };/(S’)) von x unabhangig ist, folgt

X'@) o Y')
X@ ~ " YW

Fiir positive « gibt es keine nicht-triviale Losungen X (x) # 0, die die
Randbedingungen RB1 und RB2 gleichzeitig erfiillen.

=a (a= const)

(e >0) X(z) = Acoshax + Bsinhazx

RBl= A=0, RB2= Bsinhyaa=0 = B=0= X(z)=0



Es folgt, dass die Separationskonstante o negative sein muss.
a=—p* X(z)=Acosur+ Bsinuz, Y(y)= Ce " + DetV
O(x,y) = (Acos px + Bsin ux)(Ce ™™ + DetV)

RBl= A=0, RB2= pu=-", (n=1,2,3,.), RB3= D=0
a

= &(z,y)=B sm(mm)e’%
a

Im Falle RB4 ®(z,y = 0) oc sin(™2*) wiirde eine partikulire Losung die
Losung des Problems.
“Allgemeine” Losung:

(o]
7”L7T23 _nmy
E Sln a

RBA= (x ZB sin(L20) = @,

Man kann die Koeffizienten B, mittels der Orthogonalititseigeschaften der

Eigenfunktionen
/ sin(mmj) sin(mmj)dx = Eénm
0

a a 2

berechnen ( Alternative: Theorie diskreter Fourier-Reihen fiir periodische
Funktionen).

5 2 [ 20 2P
- = _/ Dy sin(“)de = —2[1 — cosna] = =2[1 — (—1)"]
aJo a ™ ™m
Antwort: Mittels der Hilfsfunktion
Z(z,y) = e ™D/ [m(Z7) = sin(Tet)e "

bekommt man

O(z,y) = 2%“[7712[1 ~ (-1 z" 2—%[m[ln 8 + Z)] 2

™

(1+2)

(i-2) ist.

wobei die Phase ¢ gleich dem Argument von

1+2) (A+2) (-2 1—|Z*+2iImZ
1-2) 11— Z|? N 11— Z|?




2ImZ sin( %)

t p—t et a
MO=T1ZF = sinh(Z)
29, sin =%
O(a,y) = = arctan (2 )
(x,y) = — arctan |

Bemerkung: Allgemeine Losung ist nicht-separabel.

Aufgabe 3: Energie elektrischer Felder

Berechnen Sie die elektrostatische Energie einer geladenen Kugel mit Ra-
dius R und die Gesamtladung @) fiir den Fall, dass @
(i) homogen im Volumen verteilt ist,
(il) homogen auf Oberflache verteilt ist
Diskutieren Sie die Ergebnisse in (i) und (ii).

Losung
Energie einer Ladungsverteilung (elektrischer Felder) im Vakuum:

We—;/(F)CI)F)d?’r_ /|E (r)

(i) Vorlesung
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