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1. Elektrostatik

elektrische Ladung, elektrisches Feld, elektrostatisches
Potenzial, dielektrisches Medium

2. Magnetostatik
magnetische Krafte, Magnetfeld, Magnetostatik im Medium

3. Zeitabhangige Felder
Maxwellgleichungen, Wellen, Strahlung

4. Relativistische Formulierung der Elektrodynamik
Lorentz-Transformation, 4-er Vektoren, Feldtensor

Mathematische Erganzungen
Deltafunktion, Differentiation und Integration von
Vektorfeldern, Satze von Gaufl, Kugelflachenfunktionen
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e W. Nolting, Elektrodynamik, Verlag Zimmermann-Neufang,
Ulmen, 1990 (ausfiihrlich)

e T. Fliebach, Elektrodynamik, (4. Aufl.), Spektrum
Akademischer Verlag, Heidelberg, 2004 (kompakt)

e . Rebhan, Theoretische Physik: Elektrodynamik, Spektrum
Akademischer Verlag, Heidelberg, 2006 (neu)
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1. ELEKTROSTATIK

Es gibt zwei Arten elektrischer Ladung, “positiv’ und “negativ”.
Die Einheit: ein “Coulomb” (C) = 1 Ampere x 1 Sekunde. Ein
Ampere ist die Starke des elektrischen Stroms, der in zwei diinnen
unendlichen parallelen Drahten im Abstand von 1 m flief3t, wenn

diese sich dadurch mit einer Kraft von 2 x 107 Newton pro Meter
der Drahte anziehen (s. S. 27).

Ladung tritt nur in ganzzahligen Vielfachen der Elementarladung
eo = 1,602176462(63) x 10719 C auf. Ladung eines Elektrons: —eg.

Die Kraft F 12, die eine Ladung ¢; am Ort 7; durch eine Ladung ¢
am Ort ry erfahrt, ist

1 q142 T — T
47’(’60 |?71 —772|2 ‘771 —772‘ .

Flg — Coulombsches Gesetz
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Dielektrizitatskonstante des Vakuums (s. auch S. 27, 36):
€0 = 8,854187817 ... x 10~12 C/(Vm); [L V (Volt)=1 Joule/C]

-A% 1 g R
dmeqg = 10 N 2 0= 2,99792458x10°—  (Lichtgeschwindigkeit)
Elektrisches Feld: Sei F,(7) die Kraft, welche eine kleine Probe-
ladung ¢ am Ort 7 erfihrt. Das elektrische Feld E an diesem Ort
ist definiert als E(7) = lim,_o F,(7)/q. [Einheit: N/C=V /m]

Das elektrische Feld einer bei ¥ = 0 ruhenden Punktladung ¢ folgt

aus dem Coulombschen Gesetz: E(F) = ‘@ T

Superpositionsprinzip: Mehrere (ruhende) Ladungen ¢; an den

Orten 75
= q; r—7r;

E(F) =

7; drreq |7 — 75]3
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Elektrostatisches Potenzial

—

E(f) = =V®(7) : “®(F) ist das elektrostatische Potenzial zu E(7)”.

1
- +Konstante
Admeg T

Beispiel 1, Punktladung ¢ am Ursprung: &(7) =

Beispiel 2, Punktladungen ¢; bei 7;:  ®(7) = 1 Z E |+Konstante
TEN r — Tz

1 p(r")

d3r’+Konstante
4Aeq ™ — 7

kontinuierliche Ladungsverteilung p(r'):  ®(r) =

Elektrisches Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung:

E_'(,F») _ 1 /p(F/)(F_F/) d37“/ .

4Aeq |7 — 7|3

Kraft durch elektrostatisches Feld E auf Punktladung () am Ort 7

F=QE() .
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Bestimmungsgleichungen fiir elektrostatische Felder

41eg

Integrale Form : ]{ E-dd="2, Q= /

E=-Vb= V. -E=-Ad,
p

Potenzialgleichung : AP+ — =0, Poissongleichung
€0
Allgemeine Losung der Potenzialgleichung,
1 p(r") 13,
d(r) = d Dom
(7) dreg J |7 — 77 T

Ppom ist eine (beliebige) Losung der homogenen Gleichung: A®y,,, = 0.
Wichtiges Beispiel :  p(7) = 06(2) = lim E, — lim F, = g

z—04 z—0_ 60
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Leiter, Randbedingungen

Im Inneren eines idealen Leiters ist £ = 0 = p=0, & = const.

—

An der (duBeren) Oberflache eines Leiters gilt: E,.3 = 0é,/€p.

Fir einen Leiter mit Ladung () und endlichem Volumen V' gilt:

]. —>
9:—7{ o|da| = Eauﬁ-d@':—]{ (Vo) - di
€0 €0 JQ(V) Q(V) Q(V)

Mehrere Leiter £; im Raum, fiir elektrostatisches Feld dazwischen:
V-E=-Ad=12. (%)
€0
ist der Raum zwischen den Leitern ladungsfrei, dann ist p = 0.
Mogliche Randbedingungen: (i) Ladung auf £; ist Q;
(ii) Potenzial auf L; ist ®;
Die Differenzialgleichung(en) (*) und die Randbedingung (i) oder
(ii) bestimmen E bzw. & (bis auf globale Konstante) eindeutig.
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Ein Kondensator besteht typischerweise aus zwei voneinander
isolierten Leitern £ und Lo, welche die elektrische Ladung () bzw.
—() tragen. Die Potenzialdifferenz U = ®,, — &, hangt von der

geometrischen Anordnung und dem elektrischen Feld zwischen den

Lo
Leitern ab, U =
L1

E-dr.

Die Kapazitat ist:

Q]

C:U.

Beispiel, Plattenkondensator: Zwei Platten, Abstand d,

Flache S, Ldg Q (=0 =Q/S) —

El =
B €0 €S

Arbeitsaufwand beim Aufladen:

gespeicherte Energie:
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603 ’

[

O:

Q
U

Q2

2 C

(fast) homogenes Feld E,

EQS

d

/

44 = U(Q)dQ' = Q' ;

SN

o

1 1,
QU = SCU? .
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Methode der Spiegelladungen

Betrachte eine (positive) Punkt-
Lo
ladung ) am Ort 7o = | yo
d

im Abstand d von einem Leiter,
der den Halbraum z < 0 fillt;

x-y-Ebene ist Leiteroberflache.
Die Spiegelladung ist die Punkt-

ladung —(Q) am Ort s = | yo |, und das elektrische Feld, das von
—d o o
Ladung und Spiegelladung ausgeht ist F () = @ f — 1“0 — f — fs :
Areg \ |7 — 103 |7 — 73

Fur z > 0 gilt V-E= p/€o; an Leiteroberflache ist £, = E, = 0.
Die durch die Punktladung @ influenzierte Ladungsdichte o(x,y)
erzeugt aulerhalb des Leiters (z > 0) dasselbe Feld wie die Spgldg.

Flektrodvnamik WSROKR/0OO0 Pace O



Die Methode der Spiegelladungen kann in machen Anordnungen
geeigneter Symmetrie genutzt werden, um das elektrische Feld im
Raum auflerhalb der Leiter zu berechnen. Weiteres Beispiel:

Rechtwinkelige Ecke, Leiter fiillt Dreiviertelraum x < 0 oder y < O:

’ Punktladung 4+ am Ort ry im leiterfreien

Viertelraum z > 0 und y > 0, Spiegelung

-Q +Q . :
Spiegelung an z-z-Ebene — weitere

) \/ SpLdgn: +Q bei 75 und —(Q bei 3.
/M\ * Elektrisches Feld:
- . 7 - im Leiter: E = 0;

im Viertelraum z > 0 und y > O:

an y-z-Ebene — SpLdg —(Q) bei 77,

YA AT

Fom T—Ty T
=7
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Multipolkomponenten des elektrostatischen Feldes

Raumlich begrenzte Ladungsverteilung: p(7') =0 f. |F'| > d.

1 _
7 Potenzial: ®&(r) = / p(r’) 137

N 47‘(‘60 ’77_7?/|
1 | R 32 — 2?1 "\
Taylor-Entwicklung: s = ;JFTT;: + - ;7“5 — +;O (%)

1
Entsprechende Entwicklung des Potenzials: ®(7) = ®g+P1+P2+0 (—4> :
r

1
Monopol-Term: & (7) = 1 Q
TEQ T

. Q= /p(?”’)d3r’ (Q = Gesamtladung) ,

1 r7-p
Dipol-Term: ®4(7) = 1 i 3p , p= /’F”p(?”’)d:sfr’ (p = Dipolmoment) ,
€Y T

- - 1 )T i
Elektrisches Dipolfeld: F;(r) = =V &4 (7) = (3 (r ?T — %) .
r r
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Quadrupolfeld

1 1 9 1
@ 2\ —/ (3 - —/\ 2 L 2 > d3 / _

[@ww(SxQ — T2) + ny(ng - T2) + sz(ng — T2) + 6xg@:cy + 6gz@yz + 62%@,&3} ;

wobei Qg :/:C’Qp(F’)d37°’, etc., Quy :/x’y’p(F’)d3r’, etc.
Qij ist ein zweistufiger Tensor, wie auch der zweistufige Ortstensor

Tr TY T2

Rij = | yx wyy yz
Zr XY 2z

Ein zweistufiger Tensor ist durch das Transformationsverhalten
seiner Komponenten bei Drehungen im dreidemensionalen Raum
charaktisiert.
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Bei einer Drehung wird das Verhalten der Komponenten eines
Uy

einstufigen Tensors — also eines Vektors ¥ = | v, | — durch
Uz

eine orthogonale 3x3-Matrix O bestimmt: v; — v, = Z O;v; .
Das Transformationsverhalten der Komponenten eines zweistufigen

~

Tensors T ist entsprechend: T;; — T Z; = Z OikOﬂT 1. Dabeil bleibt
k=1

die Spur ) . T;; konstant, d.h. die Spur ist ein Skalar. Wenn man

£0; Spur(T) von T abzieht, erhilt man den spurlosen zweistuﬁgen

3
Tensor 1’ mit denselben Nichtdiagonalelementen wie T: T, i = T Z
3 ’ :T
Oy (1) = Qi;Ri; mit dem spurlosen Ortstensor R;; = R;jj——0;; .
megr® 5 3
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Der Ausdruck fiir @5 dndert sich nicht, wenn man @ durch den

)2
.
spurlosen Quadrupoltensor Q;; = / (5’77;/ i — 0ij 3) p(r")dr’ ersetzt:

Da @);; symmetrisch ist, gibt es eine,Drehung der Koordinaten im
3-dimensionalen Raum, welche den Quadrupoltensor diagonalisiert:

3
Qij — qu/j - Z QirO;1Qr = (OQOTLJ- — Qz‘,7;5ij
k,l=1
Bei entsprechender Wahl des Koordinatensystems, sind nur die drei

Diagonalelemente Qzz, Qyy, @2» des Quadrupoltensors von Null
verschieden, und Qg + Qyy + Q.. = 0. Bei Axialsymmetrie, oBdA
Quz = Quy = —%sz, ist nur ein Quadrupolmoment wichtig (Q..),

3
mit z=rcosf: Do) = ——=Q,.(3cos’f —1).
167egr3
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Kugelkoordinaten

x =rsinfcos¢, y =rsinfsing, z = rcosb

0 7
| Orthogonale Einheitsvektoren:
J . x sin @ cos ¢
. r 1 . .
o &r=—=—|y | =1 sinfsing | ,
r or
’ z cos 6
—Y —sin ¢ cos 6 cos ¢
: 1 ¢ €p = €y X € cos 0 sin ¢
(& — p— p— r p—
N o8 ’ 0= %o |
0 —sinf
- 0 10 1 0
Gradient: f(’I?) — f(’r’ 67 ¢) — Vf — _f é'r—"_—f A f ~

or r 00 €9+r sin @ 0¢ “e -
Divergenz: A = Ap(r,0,0)é, + Ag(r,0,0)é0 + Ay(r,0,P)éy =

1 (o DA,
eind | og S0 Ae) + 9o |

V-A=—-— (7“2Ar) +
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Der Laplace-Operator lasst sich nun leicht iiber Af = V-V f in
Kugelkoordinaten umrechnen:

A= 19 7“23 + L 9 sin@g + ! >
- r29r or r2sin 6 06 oL, r2sin® 0 0%

Spharische Tensoren

Zerlegung des Laplace-Operators in Radial- und Winkelanteil:

A= (rQa—f)—iﬁf(r,e,qb), P ﬁ(sineﬁ>_ L &

or) r? ~ sinf 96 90 ) sin®600p?
L? ist eine lineare Abbildung im Raum aller Funktionen der Winkel

fund ¢ (0 <o <2m, 0<60 < ).

Wir suchen nach FEigenfunktionen Yy dieser Abbildung, £2Y) = \Y;.

e
© = cosfoderY = tr Y

— —sinf e’ = £2Y = 2Y;
r r

Y =const = LY =0; Y =
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2 +
Y =3° ~1-3cos?0-1 oder v = “EW)?

r2 2 _ .2 + 93 r
oder Y = x J 5 Y sin? § et?¢ — £2Y = 6Y .
r

Allgemein: £2Y},,(0,¢) = 1(1+1)Y},,(0,¢) , 1 =0,1,2,..., m=—1,...1—1, L.
Yim (0, @) sind die Kugelfiichenfunktionen (s. S. 68).

Ym0, ¢) sind harmonische Funktionen: A (r'Y},,,(6,$)) = 0.
Eigenfunktionen eines Differentialoperators wie £? eignen sich als

— sin 6 cos f eTi?

Basis des Vektorraums aller Funktionen der Winkel 6 und ¢.
Jede Funktion von # und ¢ lasst sich nach den Y}, entwickeln:

Y(H,gb) = Z Z Clm}/lm(eagb) '

[=0 m=—1
Die Koeffizienten ergeben sich aus der Orthogonalitatsrelation:

27 T
/ Y (0, 6)Yirm (0, 6)d02 2 / A6 [ sin0d0Y;" (6, 8)Yim (0, 6) = Sr1Gm o
0 0
i = [ Yiea(0.0)Y (0.0)d0.
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Die Tensor-Eigenschaften einer mehrkomponentigen Funktion F(*)
sind durch das Transformationsverhalten der Komponenten bei
Drehungen im Raum gegeben. Fiir eine Funktion des Ortsvektors
wirken die Drehungen nur auf die Orientierung — d.h. auf die
Winkel — von 7, nicht auf seine Léinge r. Eine Entwicklung nach

Kugelflachenfunktionen, ' Z Z F (Z r)Yim (0, ¢) , hilft,

[=0 m=—1
die Radialanteile F l(zng (r) von den Winkelanteilen zu trennen.

Die 2] 4+ 1 Kugelflichenfunktionen Y;,,,(0, ¢) zu gegebenem Index [
sind Eigenfunktionen des Winkelanteils £? des Laplace-Operators
zum Eigenwert [(l 4 1). Diese Eigenschaft bleibt bei Drehung O des
Koordinatensystems erhalten. Die Winkel €', ¢’ sind im gedrehten
Koordinatensystem anders definiert, und es gibt eine wohldefinierte

Transformation der Kugelflachenfktn: Y}/ (6, ¢') Z D O)Yim (6, 0) .

m=—I1
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Ein (2] + 1)-tupel von Groflen F,, (m=—I, =l +1,..., 1 —1,1),
dessen Komponenten bei einer Drehung O des Koordinatensystems

dasselbe Transformationsverhalten haben wie die Kugelflachenfktn,

l
Fop— Fpy= > Db, (O)Fy
m=—I1
bilden einen spharischen Tensor [-ter Stufe. Zwei wichtige

Unterschiede zum kartesischen Tensor N-ter Stufe, T} ;. ;, sind:

N

1. Alle 2] +1 Komponenten eines spharischen Tensors [-ter Stufe

werden durch einen weiteren Index m erfasst.

2. Irreduzibilitat: Es gibt keine Linearkombinationen der
Komponenten eines spharischen Tensors [-ter Stufe, die sich
unter allen Drehungen wie die Komponenten eines Tensors
niederer Stufe verhalten — im Gegensatz z.B. zum kartesischen

Tensor zweiter Stufe, dessen Spur ein skalar ist.
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Wenn wir die raumlich begrenzte Ladungsverteilung p(7”) nach
Kugelflachenfunktionen entwickeln,

p) = 3 P (Wi 66) - pome(r7) = [ Vi (867

dann ist mit Hilfe der Zauberformel,

_ / . / . /
Z rlﬂ 2l n 1 Z Yim(0,0)Y; (0", ¢"), (r< =min{r,r'}, r~ =max{r,r'})

das elektrostatische Potenzial ®(7) fir r > d

47reoz7°l+1\/2l+1 Z QimYim (0, ¢)

mit den spharischen Multipolmomenten der Ladungsverteilung:

* Am ~ 12 4 111 Am / / >/\ 13,1
le_”2l+1/0 r'2dr'r" pin (1) = Qun = ”2l+1 m (0, ) p(FHdr’.
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Fir [=0: Qg = / p(7)d’r’ = Q; das sphirische Monopolmoment
ist gerade die Gesamtladung Q).

Fir [=1: Q9= /Z/,O(F/)dgrl = Pz
1 / s/ —/ 3/ 1 .
= F— T +1 r)d’r’ = F—(p, 1 .
Quir = 3 [ @ £ 10/)p(7) 5 (ps ipy)
Die drei Komponenten des spharischen Dipolmoments sind, bis auf
Linearkombinationen, die drei Komponenten des Dipolvektors p der
Ladungsverteilung.

Fir [ = 2 sind die ;=2 ,, die fiinf Komponenten des spharischen
Quadrupoltensors. Das entspricht den fiinf Komponenten einer
spurlosen symmetrischen 3 x 3 Matrix, die den Quadrupol-Tensor
kartesisch darstellt.

1

3
Die m =0 Komponente ist: Q99 = 5 /(32’2—7°’2),0(F’)d3r’ =
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Dielektrisches Medium

Ein (nichtleitendes) dielektrisches Medium enthélt auf mikrosko-
pischer Skala viele negative und positive Ladungen, die unter dem
Einfluss eines elektrischen Feldes etwas verschoben werden, das
Medium wird polarisiert. Dadurch entsteht im Medium eine indu-
zierte Dipoldichte P = np (n = Dichte der Dipole, p’= mittleres
Dipolmoment eines davon), und an der Oberfliche ensteht eine

induzierte Flachenladungsdichte op.

- = +

- = 4

- = +

—-—= +

- = +

- —= +

Sl

_$+

- = +

- = +

-—— + -— +
-—— + -— +
-—— + -— +
-—— + -— +
-—= + -—= +
-—= + -—— +
-— + -—— +
—-—= + -—= +
-—— + -— +
Medium

Sl
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Das elektrostatische Potenzial ®p(7), das von den induzierten
Ladungen und Dipolen ausgeht, ist (vgl. S. 11):

Pp(r) = : / (r=r") P{) dsr’
4Aeq - ¥ — 7’3
Vol(Medium)

1 7{ P()-ds 1 / ﬁ-ﬁ(?’)d%,
dmeg Ofl.(Medium) 7= 7| dre Vol(Medium) 7 — 7| |

®p ist also das Potenzial, das von einer Flachenladung op = P. en

auf der Oberfliche des Mediums (é,, ist Einheitsvektor normal zur
Oberflache) und einer Polarisationsladungsdichte pp = —~V-Pim
Medium hervorgerufen wird.

Fiir kleine Stirken des elektrischen Feldes E gehen wir von einer
linearen Abhéngigkeit der Polarisation aus: P = yeoE = (e—1)eoE ;
Y ist die dielektrische Suszeptibilitat, e = 1 + x ist die relative

Dielektrizitatskonstante des Mediums. y und € sind allgemein
zweistufige Tensoren; nur im isotropen Medium sind es Skalare.
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Elektrostatische Grundgleichungen im Dielektrikum

—

= = Preit PP Prrei — V- P

V.-FE = = V- (e0F 4+ P) = prrei

€0 €0
Die elektrische Verschiebung D = GQE 1+ P = eeoﬁ erfasst im Mittel
die mikroskopischen Effekte der Ladungsverschiebungen und erfiillt
die Gleichung V-D = Dfrei-
An Grenzflache ohne freie Oberflachenladungen:

—

V-D=0= fOH(Kasten) D-dé=0
Dicke(Kasten)— 0 = (DS — D) - dw = 0
Also: D%l) = fo)
VxE=0= Sng (Rechteck) L/ - 7" =0
Breite(Rechteck)— 0 = (Eﬁl) E( )) =0
Also: E,gl) = ELEQ)
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2. MAGNETOSTATIK

Grunderfahrung: Auf eine bewegte elektrische Ladung q wirkt,
auch ohne elektrisches Feld, eine Kraft: F = qu X B .

B (7) ist das Magnetfeld, oft magnetische Induktion genannt.
Einheit: 1 Volt Sekunde/ Meter? = 1 Tesla.

Die Stromdichte j setzt sich aus der Dichte p+ der positiven La-
dungen, die sich lokal mit Geschwindigkeit v, bewegen, und der
Dichte p_ der negativen Ladungen (p_ < 0) zusammen, die sich
lokal mit Geschwindigkeit 7 bewegen: j = p,v + p_7_ .

= - 0
Kontinuitatsgleichung;: V-4 8[15) 0, p= p+tp— .
Im stationdren Fall ist also V - j 3 = 0. Der Gesamtstrom
I = fQuerSChnittf- dd, der einen (nichtidealen) Leiter durchflie3t, ist
im stationaren Fall konstant.
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Kraftdichte auf Stromdichte im Magnetfeld: k(7) = j(7) x B(7) .

1 Im idealisierten dunnen Draht ist die
Stromdichte: j(7) = I¢yd (71 — 77"} .
Kraft auf ein Drahtelement: dF = I d7 x B.

F— 7@ Kraft auf Drahtschleife in einem homogenen
Magnetfeld: F = §dF =1(§dF) x B=0.

Drehmoment auf Drahtschleife in einem homogenen Magnetfeld:

—

- - » 1
Mz[j[ff’X(dfF’XB)z]SxB, S:§%deff’.
Das Produkt aus Stromstirke I und orientierter Oberfliche S ist

das magnetische Dipolmoment der Stromschleife: @ = 1 S.

Nach dem Ampereschen Durchflutungsgesetz sind Strome auch
1 —>

Quellen des Magnetfeldes: / jodo=— B -dr.
Flache Ho JRd(Fléache)

Sataz von Stokes G o B — 10j  (keine magnetischen Monopole — V- B = 0) .

Flektrodvnamik WSROKR/0OO0 Pace 26



Magnetfeld eines stromdurchflossenen diinnen Drahts:

I
— I g _
2™ R r %
(o = “Permeabilitat des Vakuums”)

X

y

! ! Kraft zwischen zwei parallelen Drahten:
. po 1
}L Magnetfeld durch I im Abstand D : |B| =
D oD
- 11
Kraft auf Linge L im 2. Draht: |F| = |B|I'L = 5—03L .
T
Definition der SI-Einheiten (S. 3, Ampere — Coulomb, Volt):
F N \Y
I:I'zlA,Dzlmju:%dO_?—; also: g = 4w x10™ (e
L m Am
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Vektorpotenzial

— —

V-B=0 = es gibt ein Vektorfeld A mit B=VxA.
Eine Fichtransformation, A—A+V f, andert B nicht. In
Coulomb-Eichung, VA= 0, ist V x B = —AA und die Glei-

2=l
chung —AA = pgj hat die explizite Losung: A(7) = Z—; |7Z(_Tf),,‘ dsr’ .

Fiir B =V x A folgt (“Biot-Savart-Gesetz” ):

2=l -
E(F)ZQ/](TR ) g

A7 P — 7|3

Felder eines magnetischen Dipols i am Koordinatenursprung

v om  BOEXT = o po (-7 [
ADip(T): , BDip(T)ZVX Dip:—<3 5 _7“_3> .

(vgl. S. 11 fiir elektrisches Dipolfeld)
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2. Magnetostatik im Medium

In einem magnetisierbaren Medium entseht unter dem Einfluss eines
magnetischen Feldes eine Magnetisierung M = nm; n ist die Dichte

magnetischer Dipole, m ihr mittleres magnetisches Dipolmoment

=)
St

Medium

Das Vektorpotenzial A (7) der Dipoldichte M ist (vgl. S. 28),

—» M T_F,) 3 7 Ko 6_”XA]\Z)(_V) 3.7
/ ]r—r’|3 d°r :47T/ d°r” .

=7
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Der Beitrag der Magnetisierung zum Vektorpotenzial entspricht
einer Magnetisierungsstromdichte: jm =V x M. Das zugehorlge
Magnetfeld By, erfiillt V x By, = po jm Mov x M = B, = uoM.
Das Feld, das nur die freten Strome ]frel = ] ]m als Quelle hat, ist
B — ,uOM . Als Magnetfeld im Medium definiert man,

]_ — — — — —
H= —B-M, B=u(H+M).
0 — — —
Amperesches Durchﬂuléungsgesetz im Medium: V X H = jgei.

Fir kleine Starken der magnetischen Induktion B bzw. des

Magnetfeldes H gehen wir von einer linearen Abhangigkeit aus:
M:Xmﬁ:>§:MO(1+Xm)ﬁ:MNOﬁa p=1+Xm .

Xm ist die magnetische Suszeptibilitat des Mediums,

=1+ xm ist die relative Permeabilitat. x, und p sind nur im

isotropen Medium Skalare, sonst zweistufige Tensoren.

Paramagnetismus: xy,, > 0, g > 1; Diamagnetismus: y, <0, p < 1.

Der Fall des Ferromagnetismus entspricht xm,, u > 1.
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Felder:

Potenziale:

Quellen:

Maxwell-

gleichungen:

Elektrostatik
elektrisches E , Polarisation ﬁ,
elektrische Verschiebung D

—

D:€OE+ﬁZGEOE

E=-Vd
p(T)

(I)(F) — 47r1€0 f ﬂifig”ﬂ d37a/
E = 47350 J pges|(rf—/3~*<f|3_7?/)d3r/
6 ) l_j — Pfrei

nur fur
VxE=0

Elektrostatik — Magnetostatik (im Vakuum):

Flektrodvnamik WSROKR/0OO0

Magnetostatik
Induktion B , Magnetisierung M :
Magnetfeld H

A=LF-1i-_L5
o Lo
B= x4
i(7)
A = g J e do

EEE

= =2 —/ X = =/
B = Z; fﬂges(T ) X (F=T )d37“’

—

V-B=0
zeitunabhangige  Felder :
ﬁ X ﬁ — jfrei
BE—B e — p—] - —x
Ho
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Ohmsches “Gesetz”: In einem nicht-idealen Leiter besitzen
elektrische Ladungen eine begrenzte Mobilitat. Unter dem Einfluss
eines zeitlich konstanten elektrischen Feldes E(7) stellt sich eine
Stromdichte j( ”) ein. Fiir einen Ohmschen Leiter hangt 7 linear
von E ab: ] = oE. o ist die Leitfahigkeit; sie ist nur im isotropen
Medium ein Skalar, sonst ein zweistufiger Tensor.

Ein Draht mit konstantem Querschnitt S liege parallel zur z-Achse;
im Draht flie3t unter dem Einfluss eines homogenen elektrischen
Feldes E = Eé, die Stromdichte j = oF, I = fS; do = 0,,SE.
Uber eine Strecke des Drahts zwischen zg und zg + L ist die
Potenzialdifferenz, die sog. elektrische Spannung U,

zotl 0.5
U = / Fodit = ®(2)—B(20+L) = EL = T = 222U, U=1IR.

L
20
Dabei ist R = L/(0,,S5) der elektrische Widerstand fiir dieses Stiick
Draht. N.B. Das “Ohmsche Gesetz” U = I R gilt nur unter der

Annahme des linearen Zusammenhangs: j = o F.
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3. ZEITABHANGIGE FELDER

Eine zeitliche Veranderung des Magnetfeldes induziert eine elektri-
sche Spannung. In einer (nicht-idealen) Leiterschleife, welche die
orientierte Oberfliche S umschlief3t, flieit dadurch ein Strom pro-

portional zur Zeitableitung des magnetischen Flusses @y,

q 1 dd d [ 5 OB
Prne = | B-dd, |Ling]l = =——2, Uippqa = IinaR=—— | Bdo=—- | —-d&.
: /g @ Minal = =g d = Jind dt /g’ “ N
Im Gegensatz zum statischen Fall ist die elektrische Spannung tiber
die geschlossene Kurve, Ujng = §R a(5) E - dr, nicht Null, und aus
B, L OB . - OB
Umd:% E-dF:/(VxE)-ch’:—/ —dw folgt VX E=—-——.
Rd(S) g g ot ot

Lenzsche Regel: Magnetfeld des von der induzierten Spannung verursachten
Stroms wirkt der Anderung des magnetischen Flusses entgegen.

NB.: VxE=-0B /0t gilt unabhangig vom Ohmschen Gesetz.
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Maxwellsche Erganzung des Ampereschen Durchflutungsgesetzes:

Die Kontinuititsgleichung V - j + O0p/0t = 0 besagt, dass V-7 im
stationaren Fall Null sein muss, aber im zeitabhangigen Fall kann
V - j von Null verschieden sein. Da V - (V x ...) immer Null ist,
muss das Amperesche Durchflutungsgesetz (S. 26, 31) durch den
Verschiebungsstrom jv erganzt werden, z.B. im Medium:

\V Xﬁ:jfrei—|—j\/. Aus 6(6 xﬁ) :ﬁ'(;frej‘i_;\/) = 0 folgt

= =2 = 2 a,Ofrel 0= = = al—j = oD
Vv ==V " Jfei = =~V - D=V -2 = jy = — .
IV Jt ot ot ot VT ot
Maxwellglelchungen fir zeitabhangige Felder
V- frei VXE=——
- .y
V-B=0 V X H = jei + —
frei 1 o
.. — — — — — ]_ — — ]_ —
Dabeiist: D =€yl + P = eegE H=—B-M=—2B
Ho HEo
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Wellengleichung

— —

- 5 o B . E
Im Vakuum, p=0, j5=0: VXE:_%—t’ VXB:/LOEO%—t :
Entkopplung der Gleichungen fiir E und B:
> = =2 oo oo 0 = = &%E
VX(VXE):V(VE)—A :—AE_—E(VXB):—/LOEOWJ
. = = 0 0*B
Vx(VxB)=V(V-B)-AB = —AB = Hoco o (VXE) = — o) —— 55 -

Die Komponenten von E B lssen die homogene Wellengleichung

1 0 Lo 1
<A——ﬁ>f(r,t)—0, co—\/m. (HWG)

Jede Funktion der Form f(7,t) = f(k - 7 — |k|cot) erfiillt die Wellen-
gleichung (HWG). Da die Funktionswerte von k - ¥ abhéngen, sind

sie zu einem gegebenen Ortsvektor 7y in der ganzen Ebene, die
durch 7y geht und senkrecht zu k ist, gleich. Der Funktionswert
f(ro,to) wandert bis zur Zeit t > ty zur Ebene durch 7 weiter,

k-7 — |klcot = k- 7y — |K|coto, dh. (F—7y) -k = colk|(t —to) .
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Die Ebenen gleicher Funktionswerte wandern also mit Geschwindig-
keit cg, der Lichtgeschwindigkeit co = 299792458 m/s , in Richtung
des Wellenvektors k. (Mit po von S. 27 folgt € = 1/(poc?), s. S. 4.)

Beispiel einer ebenen Welle:  E(7,t) = Eq cos (E T — wt) :
Zu gegebener Zeit ist die Welle in Richtung von k periodisch;
die Periode im Ortsraum ist die Wellenlange M = — .

An einem gegebenen Ort ist die Welle periodisch in der Zeit mit

271 W ,
der Periode 1T = —, was einer Frequenz v = o entspricht .
W 7

Die Kreisfrequenz w und der Betrag des Wellenvektors k sind iiber

die Dispersionsrelation verkniipft: w = cq|k|.
Komplexe Schreibweise: E (7, t) = Eg exp {i (E 7 — wt)} ;

physikalische Bedeutung hat nur der Realteil.
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Polarisation: Fiir ebene Welle E(7,t) = Ej exp {i (E T — wt)}

gibt es zu gegebenem Wellenvektor k noch verschiedene

Moglichkeiten fir die Polarisation von E. 0 Eo
V-E =ik-Egexp|..]=0=kE;=0. OBdA: k= [0 |=E,= | Ey,
Fall 1: =e , Nz, Ny reell .

EOy My
E. = n; cos [E-F—w(t—a/w)} , FE, =mn,cos [E-F—w(t—a/w)} :
S E,(t
E schwingt mit Ey Eti — v _ const. in der x-y-Ebene: lineare Polarisation .

X /'733

Fall 2: ( )ze ( , ) ,  mreell .
Eoy +in

E. = ncos {E-F—w(t—a/w)} , FE, =Fnsin [E-'F’—w(t—a/w)} :
elektrischer Feldvektor kreist im positiven (negativen) Sinn in der

z-y-Ebene; bezogen auf die Ausbreitungsrichtung (42-Achse) ist
die Welle rechts- bzw. links-zirkular polarisiert.
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Im allgemeinen Fall ist Ey,/Ep, weder reell noch gleich +i; dann
bewegt sich der Feldvektor E(t) auf einer Ellipse in der z-y-Ebene;
man spricht von elliptisch polarisiertem Licht. Dies ist der
allgemeinste Fall fiir eine (kohérente) monochromatische Ebene
Welle mit einem gegebenen Wellenvektor k.

Zusammenhang zwischen E-Feld und B-Feld:

E(F,t) = Egexp{(k r—wt)} B(F,t) = Boexp[(E )}
OE » .

VxB = i(Exéo)eXp ...] = MOGOE = —iwpgegEgexp|...| = kx By = ;E}) .
K 0
VxE =i(kxEy)exp|...] = By iwBgexp|...] = kxEy=wBy .

E(), é() reell — E(), é() ,EpW orthogonal; |E()| = Co‘éo‘, 50X§0 = ‘Eo“éo‘

Im homogenen isotropen Medium erfiillen die Felder die Wellengleichung

1
(HWG) mit der Lichtgeschwindigkeit im Medium: ¢ = _ o

NV
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Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
Definition des Poynting-Vektors: S = ExH . Fir eine ebene Welle

— —

E:EOCOS(E-F—wt>, H:ﬁOCOS(E-F—wt>, Eo,ﬁoreell,ist

—

S = S cos? (E-F— wt) mit Sy = ||| olé = el Bol | Holég = el Eol | Doleg

8D - OB
Maxwellgln —- V-S+ j E+E. v + H - o —0. (] = ]frei, P = Prroi)
: dr  Kraftdichte x Weg  Arbeit/Volumen
J-E = (pE)v = (pE) — = = .
SE=(pE)T=(E) gy = Zeit Zeit

f- E beschreibt die mechanische Arbeit, welche das elektrische Feld
an den stromenden Ladungen leistet: “Joulesche Warme”. Wir

L 9D OB .
interpretieren FE- EJFH 57 als Anderung der Energiedichte des

elektromagnetischen Feldes. S ist die Stromungsdichte der Energie
(Joulesche Wérme+Feldenergie) und die Kontinuitatsgleichung
- = ow J (9wem

1St: - S — 0.
1S V +at+ 5 0
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Differential der Feldenergiedichte: dwem = E-SD+H0B .

NUR im isotropen homogenen Medium mit konstantem p, €
konnen wir schreiben: wey, = % (E D+ H- é)

Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes:

L 5 = 1 5 WemCeg  Wem .
D x B = eeoppo(E X H) = =S S = =

C

Mechanische Kraftdichte: f = pE -+ ; x B= zeitliche Anderung der
mechanischen Impulsdichte. Impulserhaltungsgleichung:

E+ ><B+8(D><B Eii
pE + o _:a

Dabei ist T der Maxwellsche Spannungstensor:
Tij = EZDJ -+ HZBJ — %5273(5 . l—j + ﬁ . E) [NUR 1m ceey S oben]
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Reflexion und Brechung
Die z-y-Ebene moge die Grenzflache
zweier Medien mit den Parametern
€1, 1 (2 < 0) und ez, po (2 > 0) sein, ST
auf der keine freien Ladungen, Strome sind.
Eine ebene Lichtwelle Ep, (7, t) = Eiei(kim—ot)

trifftt von Medium 1 auf die Grenzflache,
wodurch eine reflektierte Welle in Medium 1

und eine gebrochene Welle in Medium 2 entstehen: €10ty

Eren (Fv t) — E_;rei(gr'f’_wt) 3 E_:gebr(r'?a t) — E_:bei<Eb-F_Wt)~
Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponente des E-Feldes an der

Grenzflache folgt: Frequenzen in reflektierter und gebrochener
Welle = Frequenz der einfallenden Welle (w), fiir alle 77 in
x-y-Ebene gilt S kb 7, alle drei Wellenvektoren liegen

in einer Ebene, der Einfallsebene, oBAA der x-z-Ebene. Dann gilt

(k)y = (kr)y = (Bn)y = 0 und (k7)y = (k) = (Fb)e = ke
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Dispersionsrelation im Medium 1: w = ¢1 |ki| = e1lke| = (k) = — (ki) = ar = @ .
“Ausfallswinkel=Enfallswinkel.”

Vergleich der Dispersionsrelationen in beiden Medien:

7, " E k%—i— Ebg
W:Cﬂki|:(32!7€b!:>c—1:|b|:\/ (k)

Kz
“Snelliussches Brechungsgesetz”. n; ist der Brechungsindex im
Medium i: n; = co/c; = \/€ifb;.

Die Amplituden der reflektierten und gebrochenen Wellen hangen

sin oy N9

von der Polarisation der einfallenden Welle ab. Das wird an zwei
verschiedenen Beispielen linearer Polarisation gezeigt.

Fall 1: E, liegt in der Einfallsebene, E;, = (El)y = 0. Wegen
Stetigkeit der Tangentialkomponente von E gilt By, = —E,,.

k. k.
w w
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Also liegen auch Er und Eb in der Einfallsebene.
Weitere Ausnutzung der Stetigkeiten:

EH . Eiw + Erac — Ebw 3 DJ_ . 61(E’i513 + Er:v) — 62E’balc . ‘Eb B by
. L B
Mit E;, = —|Eji|cosay, E,, = +|E;|cosaq, @af 70
~ — - - COS(
Eve = —|Ey| cosas = |Ep| = (|Ei| — |E;|) L. e 1L,
COS (g .
Eiz = ]Ei|sina1, etc. = |Eb| — 61(| i’ —l_’ r|)51n051 . b 90(1 OLL
€2 S111 (9 B; B;
- - Ni€ , = - - COS (g | = ki T
Aus |Ei|+|E;| = =2|Ey| und |E|—|E,| = 2 |E| ki
Nno€q1 COS (¥1
cl 11— F E y
folgt mit F— Srzcosez B _1ZF B 2ams
€971 COS (/1 ’ i| 1+ F ’EJ €2n1(1+F)
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Fir Polarisation in der Einfallsebene verschwindet die reflektierte Welle, wenn

COS Q9 Nn1€o N9 Sin o
F=1,d.h. wenn = N — =

COS (¥q No€q n1

sin vy

Das passiert nich nur fiir a; = a, sondern auch fiir den

Brewster- Winkel, a; = ap, fur den a; +az = 3.

Fall 2: E; L Einfallsebene (= E,, E}, auch).
Stetigkeit von E,: Ej, + Eyy = L.
Mit B, = —|§i| cosay, Bry = +\§r| cos a1, und

By, = —]§b| cos ay folgt aus der Stetigkeit von FI”:
PR~ |1Bi]) = — 22215, und, weil
M1 H2
. |E]| COS (/1 - COS (tg
|B| = — folgt (|Ei|—|Ex|) = B |
C C1 41 Co 2
E| G-1
Mit G = Mpt2 BO5 erhalten wir: | - | = :
a1 COS (o ’E1| G+1

Flektrodvnamik WSROKR/0OO0

, also fiir sin (2a;1) = sin (2a2) .

Z y
B, °
o, E,
€, Uy
81’ Ml
§1 a0y §r
E | E
By 2G
yﬁiy G+1°
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Frequenzabhangigkeit der Dielektrizitatskonstanten

Annahme: Polarisierbarkeit des Mediums riihrt von der Auslen-

kung harmonisch gebundener Elektronen (Masse mg, Ladung —eq)
mit Reibungskoeffizient v her. Unter dem Einfluss eines zeitabhan-
gigen auBeren elektrischen Feldes E (t), das liber den Auslenkungs-
bereich des Elektrons raumlich konstant ist, bewegt sich der Ort

des Elektrons geméafl my (f’ + VT + w%f') — —eg E(t) . Fiir eine

periodische duBere Kraft E(t) = Ege ! gibt es stationire

Losungen 7 = fpe ! = 7 = —iwrp e Y 7= —w?ipe !, so dass
. . - . —eg/my S
mo (—w2 — iwy + wg) ro =—cky und 7y = — Ey .

w§ — w? — iwy
Das Diplomoment —egr eines Atoms hangt iiber die Dipol-Polari-

sierbarkeit mit dem #uBeren Feld zusammen, 7 = poe ! = agE (1),
und die Polarisation des Mediums ist agq/N, wobei N die Dichte der

Atome bzw. der harmonische gebundenen Elektronen ist (S. 22).
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Die dielektrische Suszeptibilitat y des Mediums (S. 23) ist also:

2
€ 1 :
y = —2 : , und die relative Dielektrizitatskonst. ist €= 1+y .

moep (Wi — w? — iwy)

Eine Zerlegung in Real- und Imaginarteil, € = €, + i¢;, ergibt

m es N Wi — w? e2N Wy
€r — , € — .
eomo (wi — w?)? + w?r? eomo (wi — w?)2 4+ w?+2
: Co € — 1 €
Komplexer Brechungsindex: n = — ~+e, n,~+ o R
c

Der Imaginarteil des Brechungsindex fithrt in einer ebenen Welle

(z.B. in z-Richtung) ... o e!F2=wt) = (l(RRK)z—wt) o =S(k)z (k) = i%(n) ~ 24
Co 2¢o
. . . . . . . 1 2¢q
zur Absorption der Welle in Ausbreitungdsrichtung; Eindringtiefe: ~
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Allgemeine inhomogene Wellengleichung

Potenziale im zeitabhangigen Fall: B= ﬁxff, E=-Vd——.

Eichtransformation: A — /ﬁ—ﬁf , P — @—g :

ot

Allgemeine inhomogene Wellengleichungen fiir die Potenziale:

A———|A=—uoj A+ = — AP+ — A= ——.
(8- o) A= —niv® (944 55 . aer (9-4)

Lorentz-Eichung, V-A+ ——- =0, —
cg Ot

1 0%\ - = 1 9? P
A———5|A=—puyj A—-——5|P=——.
( A (9152) HoJ ( A (9152) €0
Allgemeine Losung der inhomogenen partiellen Differential-
gleichung Df = ¢: f = fhom + [ G(z,2")g(2)dx’.

fhom ist eine Losung der homogenen Gleichung D fi,om = 0 und die
Greensche Funktion G ist definiert durch: D,G(z,z’) = §(x — ).
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1 07
Fir den Differentialoperator D = (A — —2@) der Wellengleichung
€o
. . . — 4. = 4l 1 / |7?_ 7?/’
ist die Greensche Funktion G(7,t;7,t') = —————0 [t —t'+ .
Ar|7 — 7| Co

Formale Losung der inhomogenen Wellengleichung:

L[t 7le) g
@ _)t — @ om _)7t — — d ’
(78) = Puom (7 + o [ L

(71) hom (7 ) 47T/ 7™ — 7 "

Von der Wahlmoglichkeit + in der Greenschen Funktion haben wir

die gewahlt, die in den Losungen zu t — t'— | — 7| /cq als Zeitargu-
ment von p bzw. j fithrt. Dies ergibt die retardierten Potenziale:
der Wert des Potenzials am Ort 7 zur Zeit ¢ hangt ab von der La-
dungs- bzw. Stromdichte an den anderen Orten 7/ zu den friheren
Zeiten t' = t—|r— 7’| /co. Die andere Wahl fiithrt auf die avancierten

Potenziale, die unserem Kausalitatsempfinden widersprechen.
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Harmonisch oszillierende Ladung- und Stromverteilung:

p(F ) = po(F) exp(—iwt) , J(7,t) = jo(7) exp(—iwt) = V-jy = iwpy .
Ohne ®yom, Ahom und mit k = w/cy sind die Potenziale

B ) = < / ) et Aty = HO g /i L oy
T t) = T r t) = —e T r'.
| dreg ) PV | | Am T E =
2
Ann:max{lf"]:p( ") % 0 oder jo(7 )7&0}<<)\—%<<r:>kr L2 L kr .
ik|r—7"| ikr L ikr . o de
Entwicklung: e|—’ SRR S {1 — ik, -7 4+ O ((kr')Q)} , Ky L ké,.
=7 r

—

)
Es gilt: / (PP = 0, / o0 (P = i, / 7073 = —iwp)
|

Beitrag von —ik, - 7' in [...] zu ® und von “1” in [...] zu A:
. . ei(kr—wt) . . . 140 ei(kr—wt) .
gy (7, 1) = —1 kr-Po, Ap1=-—1 Wpo -
dmeqr 4 r
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“E1” steht fur elektrische Dipolstrahlung und driickt aus, dass das
elektrische Dipolmoment ppe'“* hier entscheidend ist. Die
zugehorigen Felder sind:

. . 3EE1 ei(kr—wt) )
E r t) = —V(I) — — k Ar X D( X A?“ )
E1("“, ) E1l By, Areor (6 po) €
g ﬁ g ei(kr—wt) ]62
_)t = X p— AT- X D( .
E1(7“, ) E1l Areor  cq (6 po)

Die Welle breitet sich in Richtung é, = 7/r aus, also radial; der
E-Vektor schwingt senkrecht zu é, in der Ebene von é, und py,
wihrend der B-Vektor senkrecht zu dieser Ebene schwingt. Die
maximale Amplitude des E-Feldes ist k2|py|sin6/(4meor), wobei 6
der Winkel zwischen €, und pg ist; die maximale Amplitude des
B-Feldes ist k2|p,|sin 0/ (4mregrey).

Der Term —ik, - 7 in [...] auf der vorigen Seite liefert auch einen
. . i(kr—wt) _ 1 .
Beitrag zu A : AMl(’I?, t) = IZO © (ermo) , ’Iﬁo = 5 / —)/Xj()(f]?/>d370, .
7

Flektrodvnamik WSROKR/0OO0 Pace 50



Dieser Beitrag rihrt vom magnetischen Dipolmoment her,

m(t) =3 [ 7 x J(7 A3 = mee @, und “M1” steht fiir

magnetische Dipolstrahlung. Die zugehorigen Felder sind:
i(kr—wt)

= S C
By (r,t) =V X Avn = —ZO k*€. X (6, X My) ,
™ r
o 8/1)1\/[1 140 ei(kr—wt)
Fan (r,t) = — = — cok?(é, X my) .
(7 8) ot A 7 k™ (& 0)
Orientierung linear- Coﬁo\ -
polarisierter Felder NT E,
in Dipolstrahlung: r
0
R iy
Beitrage hoherer Terme in |[...| auf der vorvorigen Seite ergeben

Strahlung, die von hoheren Momenten der Ladungs- und Strom-
verteilung abhangt, z.B. “elektrische Quadrupolstrahlung”.
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4. RELATIVISTISCHE FORMULIERUNG
DER ELEKTRODYNAMIK

Fir ein Ereignis, das am Ort 7 zur Zeit ¢ stattfindet, wird im
Inertialsystem K der Ort durch die Komponenten z, y, z von 7
beschrieben. Im Koordinatensystem K’, das sich mit konstanter
Geschwindigkeit v relativ zu K bewegt, sind die Komponenten von
7 nach dem “Galileischen Relativitatsprinzip” durch 2’ = x — v,t,
etc. gegeben (Annahme: K=K’ zur Zeit ¢ = 0). Um der Gleichwer-
tigkeit aller Inertialsysteme und der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit ¢y Rechnung zu tragen, miussen im Rahmen der speziellen
Relativitatstheorie nicht nur die Komponenten des Orts sondern
auch die Zeit beim Ubergang von einem Bezugsystem in ein gleich-
formig bewegtes transformiert werden: (x,y, z,t) — (z',y’, 2", t).
Die entsprechende Transformation heif3t Lorentz-Transformation.
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Falls K=K’ beit =0

ist es eine homogene K K’
Lorentz-Transformation, X v X
und fiir den speziellen 0 0’
Fall v = vé, ist sie: z 7’
2
, xr — vt , , , t —xv/c§
L 5 y =Y, <z =<, i =

IRVASETIE: Vi—v?j
Fur ein Teilchen, das sich in K entsprechend x = u,t, y = u,t,
z = u,t bewegt, sind die Koordinaten in K’:

x = (uz — )t =u ' mit u = Yo Y E, —_te TV 5
V1—v2/ck V1—v2/gt 1 —uuv/cg
t uyy/1—v2/ck Uz /1 —v2/c?
I 4 — t=u = Y 0 , loo: / z 0
VoY TR Ty T ey 1 — uzv/c anasies 1 — uzv/c?

Diese relativistische Transformation der Geschwindigkeit gewahrleistet,

im Gegensatz zur Galileischen Kinematik (u!, = u, — v, etc.), dass die

Geschwindigkeit in keinem Inertialsystem cg iiberschreitet.
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Langenkontraktion: In K ruhe ein Stab der Lange L auf der
x-Achse zwischen seinem Anfangspunkt xa,s = 0 und seinem End-
punkt rg,q = L. In K’, das sich in z-Richtung mit Geschwindig-
keit v relativ zu K bewegt, werden Anfangs- und Endpunkt des
Stabs zur gleichen Zeit ¢/ = 0 gemessen. Die Messung des Anfangs-
punkts geschieht zur Zeit t = 0 in K = 2y ; = 0. Die Messung des

t — Lv/c? L
U/CO alsozu t = =Y

V1—0v2/Z g
L—vlv/cg

Ny

Zeitdilatation: Zwei Ereignisse passieren am Ort ¥ = 0 in K zu

Endpunkts geschieht zur Zeit ¢ =0 = in K,

und der in K’ gemessene Endpunkt ist L' =

den Zeiten t = 0 und ¢t = T'. Im bewegten Bezugsystem K’ werden
die Zeiten ¢’ = 0 und ¢ = T/+/1 — v2/c% gemessen. Im Ruhesystem
einer Uhr geht die Zeit am langsamsten; der zeitliche Abstand

zweier Ereignisse erscheint im bewegten Bezugsystem um den
Faktor 1/4/1 — v2/c? linger.
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Die vierdimensionale Raumzeit
Aus den drei Komponenten x, y, z und der Zeit ¢ eines Ereignisses

bilden wir den Vektor z mit den vier kontravarianten Komponenten

2V = cot, 2! =z, 2% =y, 23 = 2. Sie sind eng verkniipft mit den

kovarianten Komponenten x°

= col, T1 = —X, To = —Y, T3 = —Z.

Eine homogene Lorentz-Transformation fithrt die Komponenten
y L 3

von z iiber in die neuen Komponenten o' = > _ A¥,z", bzw.

2, =30 _ A"z, . Fiir den speziellen Fall der vorvorigen Seite ist

v =By 0 0 v By 0 0
— 0 0 0 0 y
A'uy — ﬁ,y ! ) AMV — ﬁfy ! — (A_l) !
0 0 1 0 0O 0 1 0 p
0 0 0 1 0o 0 0 1

wobei v = 1/4/1 —v2/c2 und 3 = v/cg. Das Lorentz-invariante

Skalarprodukt zweier Vierer-Vektoren x und x ist:
3

3 73 3
E E x“’ngﬁ”:g x“iuzg xufuzcgtt—xf—yg—zi.

pu=0r=0 u=0 u=0
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Der Unterschied zum gewohnten Euklischen Raum driickt sich im

metrischen Tensor aus, 1 0 0 0
o 0 —1 0 0
=9 "1o 0o -1 0 |

0 O 0 -1
mit dem man u.a. kontravariante Komponenten in kovariante um-

wandeln kann — und umgekehrt: z, Z gz’ , ot = Z gz, .

Die Bewegung eines Massenpunkts in der T
4-d Raumzeit wird durch eine Weltlinie beschrie-

ben. Fir zwei Ereignisse a und b auf der Weltlinie

gilt: (b—a)(b—a) = c3(ty — ta)? — |7y — 7ul? > 0;

d.h. der Vierer-Vektor b — a ist zeitartig.
rx < 0= x ist ein raumartiger Vektor.
rx = 0= x ist ein lichtartiger Vektor.

Ist der Abstand zweier Ereignisse a und b raumartig,
so ist nach Wahl des Inertialsystems ¢, > t,, t, < t, oder t, = t,.
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Wichtige Vierer-Vektoren

. 0 1 O qget 0 0 def 0 def 0 def
Ableitung: — = —— = 9 =— =0, — =0 = 0
CRHHS: 5.0 co Ot 0 92l T Or Lo Oy S 3
Oy def o , oM det o wegen des Verhaltens bei Lorentz-Trafos
OxH 0x,,
3 3
v 1% —1\V —1\V U
x’“zg AY, ¥, :5 (A )Ma:’“, (A >u:A“
v=0 ,LL:O
5 3
— 0’ = A :
~ 9" — 8x’“ (’9:1;” Z a (’9:1;”

Ladungs- und Stromdichte: ;% = ¢yp, j = Ju, 12 = Jy, J° = Ja-

Verhalten bei Lorentz-Trafo: 5" Z A", 57 . Die Vierer Divergenz von j"

+V.5

1 aCOIO 0Jz  Ojy  0j- 8p
ist ein Lorentz-Skalar: MZOQ,J = T + 5 s 8yy+ =

und die Kontinuitatsgleichung ist einfach: Zi:o o3t = 0.
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Vierer-Potenzial: A° = <I>/co, A=A, A=A, A°=A,.
Lorentz-Eichung: Z A“ = 0.

. 1 0% 9% 0% 0° 1 92 def
Vierer-Laplace-Operator: ;8“(9“ = 2 o1 T2 a7 97 = —ga——A = .
Die inhomogenen Wellengleichungen fiir die Potenziale ® und A
sind in Vierer-Schreibweise einfach: A" = ugj* .

Wellenvektor: Der Exponent 1(E - ¥ — wt) in einer ebenen Welle ist
—i mal dem Lorentzinvarianten Skalarprodukt des Vierer-Ortsvek-
tors z#* mit dem Vierer-Wellenvektor k*:
3 3
o=k =k K=k, B =k Y k= > Kia, = wi— kT

Co
U=
Zur Berechnung der Dopplerverschiebung der Kreisfrequenz w
nutzen wir, dass k¥ die 0-Komponente eines Vierer-Vektors ist:
W
/

1 — .
v/co , kLov: W = :
\/1—v2/c V1—v2/ck
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Elektromagnetischer Feldstarketensor
Definition: F/w =0,A, —0,A,,

lg V7><14<——+.F32—— l}z,fﬂgiZ_Eb'und_553::-—lit.
:c/007 Fog =

E=-V®—0A/0t — Fy =

Fv

— P AY

— OV AP .

Ey/co, Fog = FE
Die sechs Komponenten von E B sind die sechs unabhangigen

Komponenten der antisymmetrischen 4 x 4-Matrix:

( 0 LE, %Ey

Cco

—LE. 0 —B,
B =| 1

——LFE, +B, 0

Co

~-LE, -B, +B,

1 Ez
co
+B,

~B,
0 )

pv
, =

(5

1
Coy

1
Co <

—L1F,

_ng

z/CO‘

1
Co Ey

_B,
0
+B;

—LE
co
+B,
—B,

0/

Maxwellgleichungen: (i) O\ F},, + 0, F,x + 0, F), = 0, (ii Z 0, F" = pog”

(i): OBdA X <pu<v . (A, p,v)

A =0 und 1§,u<yliefert§><E_):—8§/8t.

u=0

— (1,2, 3) liefert V- B = 0.

(i) v=0 liefert V-E =p/ey; v >0 liefert VxB = ug (5—# em’?EV@t) :
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3 3
Lorentz-Transformation: F'"" = Z Z A“n/\”gF"7£ :
n=0 £=0

Spezialfall, K’ bewegt sich mit Geschw. v in x-Richtg relativ zu K:

E',=E, B', = B,

o E, —vB, B _ B, + E.v/c}
A RV

B E,+vB, B B, — E,v/c3

- ioeg T
Lorentz-invariante Kombinationen der Komponenten von E und B:

— —

BB B B, B?-2B?— 525

E-B=0 : E? > 0(2)52 = eX. Inertialsystem in dem B = 0,
E-B=0, E? < 2B? = ex. Inertialsystem in dem E’ = 0.
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Relativistische Form von “Kraft=Masse X Beschleunigung”

Cot ce,j'/{/

Momentane Geschwindigkeit eines Teilchens: v
Vg |
. dx dy dz
U= v, |, V=", 0, =—, v, =—.
Y odet Y AT T de
Uz

Eine Uhr im momentanen Ruhesystem des
Teilchens misst die Eigenzeit 71 dr = /1 —v2/c2dt;
d7 ist ein Lorentz-Skalar. Eine Geschwindigkeit w*, die sich wie

Vierer-Vektor transformiert, erhalt man durch Ableitung von x*

nach der Lorentz-invarianten Eigenzeit:

codt/dT co
o — ixu _ dz/dr _ 1 Vg
dr dy/dT \/1—1)2/@(2) Uy
dz/dr 5 v/
Das Lorentz-Skalarprodukt w* mit sich ist: ;w“’wu = 1CE ;;;c% =cl.

Flektrodvnamik WSROKR/0OO0 Pace 61



Multiplikation von w* mit der Lorentz-invarianten Ruhemasse m
des Teilchens gibt den Vierer-Vektor fiir den relativistischen Impuls:

pF = mow" = o <CO> :
S\

Der Vierer-Vektor b der relativistischen Beschleunigung ist

dw* 1 0 1 L dv Co
bt = = . +— 5 v — S
dr V1—v2/cg \dv/dt ) c5(l —v?/c5)? dt U

Eine Lorentz-invariante Form von “MassexBeschleunigung=Kraft” ist

mo dw* dw*

V=K' < = K's :\/1—2 2 K,
mo \/1 = 02/(:% 1 mo a4 v? /g (1)
Der Vierer-Vektor K* ist die Minkowski-Kraft. Die drei unteren

d—)
Komponenten von (t) sind: d_]t? N mS)Q/cQ = \/ —v2/2K = KN .

Komponente K9 Aus Z o Wy, = co = const. folgt

0,0 2 S 0 > -
:EZw“wM:2Zb“wuzm—OZK“wM:>Kw —Kv=K'cg=K-U.
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K= I?N/\/l —v2/c2 und KN - 7 ist die Arbeit/Zeit, welche die
Newtonsche Kraft KN in das Teilchen steckt, das sich mit
Geschwindigkeit ¢ bewegt, = dF/dt.

1 KN.@ 1 dF
co /1 —v2/c? co\/1—02/62 dt

Die Null-Komponente K° = mgb® von K* = myb* lautet:

1 dE dw? B mo d ( Co )

KV =

= m —
cor/1 —v2/c3 di dr V1—v2/c2dt \ \/1—v2/c?
d 2 dE
— 0% :—...—>...E:mc(2) mit m = o .
dt \/1—1]2/0(2) dt \/1—’02/6(2)

Lorentz-Kraft: KN = Q(E + U X E) Wenn wir in Anlehnung an die
Stromdichte einen 4-er-Vektor J# fiir Ladung und Strom durch die
Punktladung definieren, J° = Qcy, J = (QQU, dann ist die Lorentz-
Kraft in 4-er-Schreibweise: K* = > FMJ, =Q > FFw,.
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Mathematische Erganzungen

0 0 c
Deltafunktion: §(z) = { 270, / §(r)dx =1.

sehr oo, * =0 ; .
Allgemeiner: [, 6(x — xo)f(xz)dx = f(xo), solange x¢ € I.
Explizite Darstellungen:

5(z) = — / ERdr  5(a) = lim ~ SBFE)0) Z gim (rb) et Y

- % 50 k—oo T €T b—0
: 1 1
Eigenschaften: d(cx) = Hé(:{}) , 0(f(x)) = |f’(x)|5(x_%) :
f(wi)=0 ’
Dreidimensional:
o(7) = d0(x)0(y)d(2) , y §(7)d3®r = 1 solange 0 € V', A (%) = —47i(7r) .
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Differentiation und Integration von Vektorfeldern

Kl of

. O ~ ox

Nabla-Operator : V = a% ) Vf = %
9 of

0z 0z

Zum skalaren Feld f(7) definiert vV f (auch “gradf”) ein Vektorfeld,
das Gradientenfeld von f(r) bzw. den Gradienten von f.

Zu einem Vektorfeld A(7) definiert das Skalarprodukt V - A (auch
“divff”) ein skalares Feld, die Divergenz von f:

04, _0A, 04,
Ox Oy 0z

Das Vektorprodukt V x A (auch “rotA”) definiert ein Vektorfeld,

V-A=

0A, 0A,
8y 0z
die Rotation von A : Vx A= 85{? — 85?;
A,  9A,
ox oy
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Volumenintegral fiir skalare Felder und Vektorfelder:

fv A, dr

/f df_// F(Pdadydz /;TdT: [, Ay, dr
reV Vv

Jy Az dr
Oberflachenintegral fiir Vektorfelder:

/%T(f')-dc_u’: lim ZA - Aw; .
Q

(Aw)—m

Konvention: Fiir geschlossene Oberflachen zeigt Aw; nach auflen.

Beispiel: S = Oberfliache einer Kugel um 0 mit Radius R,
/ 7odd =) 7 Ad;=R) |Ad;| = R4rR? = 4nR® .
£ i i

Wegintegral fiir Vektorfelder: I' beschreibe einen stetigen und
(fast) tiberall differenzierbaren Weg #(t) von 7(¢1) nach 7(ts),

1T — — t2 T df'?
/A(r)-dr:/ i) L ar
. ) dt

Flektrodvnamik WSROKR/0OO0

Pace 66



Satze von Gaufl

d
Eine Funktion einer Variablen : / df dz = f(b) — f(a) .
. dz

(“Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung”)
Allgemeiner: Integral der Ableitung einer Funktion tiber ein Gebiet
= Summe (mit Orientierung) der Funktionswerte auf dem Rand

“Satz von Gaull” : / V- -Adr = ]{ A-d3 .
Q(V)

“Satz von Stokes” : / (ﬁ X ff) -dw = 7{ A-d7.
Q I'(0)
Wichtige Folge des Stokesschen Satzes:

VxA=0 < jl{ A-d7 =0 fiir alle geschlossene Wege I'

= / A d7 hangt nicht vom Weg ab
T1

<= ex. skalares Feld ®(7) mit A(7) = V®(r) .
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Kugelflaichenfunktionen: Das [te Legendre-Polynom Pj(z) ist ein

Polynom vom Gradelinz, P(z)=— —(2*-1)', 1=0,1, ...

Es hat [ Nullstellen im Intervall —1 < z < 1; P)(—z) = (—=1)'P(z).

The assozierten Legendre-Funktionen P (), |z| <1, sind
Produkte von (1 — 22)™/2 mit Polynomen vom Grad [ —m

dm
(m=0,...,10): P(z) = (1 —22)™?—P(2)
dx™
Die Kugelflachenfunktionen Y; ,,, (0, ¢) fir m > 0,
CT@+1) (1—m)? -
Vim6,0) = (0" [FE N Prn(oos) e
20+ 1) (1—m)Y? dm .
= (=" " P, f) e'™?
(=1) A (I 4+ m)!] o d(cos @)™ H(cosf)e

Die Y} ,, mit m < 0 erhalt man tiber: Y, _,,(0,0) = (=1)™ (Y. (0,0))" .
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Allgemeine Struktur: Y7 ,,(6, ¢) =

(sin 0)I™ Pol; |, (cos 0) e™?

[ 0 1 1 2
m 0 0 +1 0
Yim \/% \/ 1= cos $\/%sin96ii¢ \/ 1= (3cos® 6 — 1)
[ 2 3
m +1 12 0
Yim F4/ 22 sinf cos 6 eT1? \/ 5= sin” 6 eT21? \/ 7= (5 cos® @ — 3 cos0)
[ 3 3 3
m +1 12 +3
YViim  Fi/ &= sinf(5cos” 6 — 1) et L/ 122 sin 20 cos 6 et T4/ 2= sin 39 et319
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