1 Skineffekt, Induktionsheizung

a) Fiir z>0 gilt die Wellengleichung

pe 027 -

Mit der angegebenen Randbedingung H(z = 0) ergibt sich fiir z>0:
H = Hyé, exp[—iw(t — nz/c)]

Wobei n(w) = /éu ist. Bei der quasistatischen Ndherung ist € rein imaginér und p rein
reell. Die Wurzel einer komplexen Zahl ist nicht eindeutig und man muss sich die physi-
kalische Losung suchen. Dies ist diejenige, deren Amplitude nicht zunimmt, wihrend sie

das Medium durchdringt. Dazu wéhlt man die Losung mit negativem Imaginérteil:
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Eingesetzt ergibt das ein exponentiell abfallendes H-Feld:
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H = Hyé, expliw(t + |n|z/v/2c)] exp[— -

Nun kann man abschlieSend die Skintiefe ablesen:

5(w) = Y2 2
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b) Hier soll man das elektrische Feld bestimmen und dannach die Betréige des elektri-
schen und magnetischen Feldes vergleichen. Dazu verwendet man die Maxwell-Gleichung
%—f = —rotE. Mit k = ké, folgt:

cBé, = n(w)é, x E (3)

Dadurch sind die x und y Komponente des E-Feldes festgelegt. Die z-Komponente ist
wegen Vernachlissigung des Verschiebungsstromes automatisch 0. [Ist das so erlaubt...
ich glaub aber, dass die Maxwell-Gleichung mit rot H auch liefern wiirde, dass D, und E,
0 sind]. Wegen des Kreuzproduktes ist dann E = —F¢,. Wenn man nun das Verhéltnis
der Amplituden betrachten will, so kann man den komplexen Charakter von E vergessen
und stattdessen den Betrag davon nehmen und man erhélt:
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c¢) Unter Vernachléssigung des Verschiebungsstromes gilt (Maxwell-Gleichung):

VxH=7 (4)
Da H = H(z)é, ist, folgt j = J€y mit
. OH(z ) W
i= ) _ hyexplico(t — nz/e) ") (5)

Da man nun 2 reelle Groflen (j und E) multiplizieren will, die man bisher nur komplex
dargestellt hat, muss man zuerst die Realteile dieser 2 berechnen. Dazu beniitzt man

n = |n|exp[i}] und i = exp[—iF]. Aus Gleichungen (3) und (5) folgt dann:
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Jphys = N {—HOWGXMU exp[—ig] exp|—z/d] exp[—iwt + iz/(ﬂ} (8)
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Die Zeitmittelung des cos?(...) ergibt genau 1/2. und man erhilt damit als Ergebnis:
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<JE >= HZ exp|—22/4] (10)

Dies ist die Leistung pro Volumen. Nun muss man noch iiber den Raum integrieren, um

die gesamte Heizleistung zu erhalten.
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Fiir eine moglichst effektive Induktionsheizung muss also u grof, o klein und die einge-

strahle Frequenz w grof} sein.



2 Retardierte Potentiale
a) Gesucht war die retardierte Losung der Wellengleichung
OW,(t,7) = —h(t,7) = =5(t)d(z)d(y) (12)

Dazu verwendet man die Greensche Funktion zum Quabla-Operator:
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Die Losung fiir das retardierte Potential ergibt sich dann aus der Faltung der Greenschen

Funktion mit der Quelle h(#',r7): (Integrale ohne Grenzen laufen von —oo bis 00)
U, (t,7) = / a3 / dt'h(t', P G(7, ;77 1) (14)

Zusétzlich kann natiirlich eine beliebige Losung der homogenen Wellengleichung addiert
werden, aber dies ist fiir die Aufgabe nicht interressant. Dies muss man nun noch fiir die

gegebene Quelle auswerten. Nach der t’-Integration bleibt noch:
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Dabei wurde von der ersten zur 2. Zeile der Betrag in Komponenten ausgeschrieben und

die Delta-Integrale ausgefiihrt. Von der 2. zur 3. Zeile wurde die Substitution u = 2’ — 2
vorgenommen und dann die Achsensymmetrie ausgenutzt, um das Integral nur iiber
die positive u-Achse laufen zu lassen. Man will nun die Delta-Distribution §(f(u)) in

einen Ausdruck §(u — A) umformen und verwendet dazu die Identitdt von Blatt 2. Dazu
benotigt man die Nullstellen von f(u) = ¢t — /22 + y? + u?:

22+ +u? = (ct)? — uy g = 4/ (ct)? — 2?2 —y?

Normalerweise miissten wir spéter die Summe der beiden (mit Vorfaktor) nehmen, jedoch
haben wir schon vorab die Symmetrie ausgenutzt. Man kénnte aber auch die Summe
nehmen und wiirde so den Faktor 2 spéter erhalten. Auflerdem bendtigt man noch den

Betrag der Ableitung von f(u):
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Schliefilich muss man noch beachten, dass erst ab einem gewissen t eine Losung existiert

(da sonst ¥ komplex ist):
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b) Dieses mal hat man die Wellengleichung:
DA, (t,7) = —polo€xh(t,7) = —polo€.6(t)d(x)5(y) (15)

Man sieht, dass die z-Komponente die Wellengleichung aus a) erfiillt, wihrend die an-
deren beiden Komponenten die homogene Wellengleichung erfiillen. Wenn man die ho-

mogenen Losungen wieder aufler Acht lésst, erhilt man:
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A=¢, cHo%0 O(ct — /22 + y?) (16)

4/ (ct)? — x? — y?

Mit ® = 0 (keine vorhandene Ladungsdichte) erfiillt dies die Lorentzeichung. Nun kann

man die gesuchten Felder erhalten aus:
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E=-— (17)
B=VxA (18)

Dabei muss man auch die Thetafunktion ,ableiten*, wobei gilt:

00(ct — v/ x? + y?) = cd(ct — V2% + y?)
0.0(ct — /22 + y? =T (et — /22 + o2
(ct = Va2 +y?) %ﬁ:?( Va?+y?)

Es ergibt sich:
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3 Dipolantenne

a) Die Ladungsdichte ist p(7,t) = §(7 — qut)). Fiir das Dipolmoment ergibt sich daraus

(in komplexer Darstellung, eigentlich nur der Realteil davon):

p(t) = /d?’rf'p(??, t) = xg exp(—iwt)€, = Py exp(—iwt)

b) Zur Losung der Aufgabe sieht man sich am besten den Monopolterm der Ladung

getrennt von der Dipolschwingung an. Das Potentialfeld des Monopolterms ist:

q

Parp(r) = dmeor

Nun kann man die restliche Ladungsverteilung in der Fernfeldndherung als zeitlich os-
zillierende Ladungsverteilung auffassen, da das Dipolmoment die Ladungsverteilung be-
stimmt, und es gilt p,(7,t) = p(7) exp(—iwt). Dann kann man wie in der Vorlesung
vorgehen (Seite 49 Friedrich Skript): Der Strom j = jo(7) exp(—iwt) erfiillt die Konti-
nuitédtsgleichung, weshalb ﬁj_(; = iwpp gilt. Dieser Strom ist auch ungefdhr richtig fiir
die volle Ladungsverteilung, da sich von der Entfernung aus betrachtet die Anzahl der
Ladungen selbst ja nicht #ndert, sondern nur der Ladungsschwerpunkt [-> Dipol]. Nun

kann man mit der retardierten Greenschen Funktion ®, und analog A bestimmen.
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Nun definiert man k = érw/c und fiithrt dann die folgende Ndherung aus:

exp(ik|F — 17| exp(ikr(l =

=7 :

Es folgt, dass in 1. Ndherung die zeitlich oszillierende Ladungsverteilung p, (7, t) folgende

Potentialfelder erzeugt:

exp(i(kr — wt)) -
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Daraus kann man dann das elektrische und magnetische Feld (zuerst ohne den Monopol)

bestimmen:
o exp(i(kr —wt)) 4 R
E, = k Er r
P 4megr (ér > po) x €
L ex kr — wt)) k2
B = p(i ) —(é X po)
TeEQT C

Man kann nachpriifen, dass der Monopolterm via den Maxwellgleichungen kein zusétz-
liches B-Feld erzeugt, da er zeitunabhéngig ist und zudem seine Rotation verschwindet.

Auflerdem kann man an dieser Stelle feststellen, dass er zwar einen Beitrag zum Poynting-



Vektor liefert, dieser sich aber bei der zeitlichen Mittelung zu 0 wird, weshalb er hier
gleich weggelassen wird! Wenn man noch den Winkel 6 als Winkel zwisschen Dipolachse
und 7 definiert, so folgt:

- sin(6)é,

5, = R(E,) x R(H] = [

pok? cos?(kr — wt)] 2
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c) Die Zeitmittelung ergibt wie gewohnt den Faktor 1/2. Die Faktoren 72 kiirzen sich,

€6, = 1 und man erhélt:

dpP sin?(0) [pok? 2
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Die Winkelabhingigkeit ist gegeben durch den sin?(f), der besagt, dass in x-Richtung
keine Energie ausgestrahlt wird, wihrend senkrecht dazu die abgestrahlte Energie ma-
ximal ist.
d) Nun muss man nur noch iiber den kompletten Raumwinkel integrieren, um die

gesamte (zeitlich gemittelte) abgestrahlte Leistung zu erhalten:
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